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RESUMO

Um conjunto independente de um grafo é um subconjunto de vértices que nao contém
nenhum par de vértices vizinhos. O problema do maior conjunto independente consiste em
encontrar um conjunto independente de cardinalidade maxima. O problema do maior sub-
grafo induzido k-partido consiste em encontrar k& conjuntos independentes cuja uniao tenha
cardinalidade maxima. Além de possuirem aplicagao em diversas areas, como visao computa-
cional, biologia molecular e projeto de circuitos integrados, estes problemas também modelam
outros problemas de otimizagao combinatoéria, como empacotamento de conjuntos e coloragao
de vértices. Neste trabalho, estudamos os politopos associados aos dois problemas. Primeiro,
descrevemos um novo procedimento de geracao de facetas para o politopo de conjuntos inde-
pendentes, que unifica e generaliza diversos procedimentos anteriores. Além de gerar varias
classes de desigualdades indutoras de facetas ja conhecidas, este procedimento também gera
novas desigualdades que ainda nao foram descritas na literatura. Em seguida, estudamos o
politopo do subgrafo induzido k-partido associado a formulagdo por representantes de cor.
Identificamos suas facetas mais simples, mostramos que facetas podem ser geradas a partir
de subgrafos induzidos, e descrevemos duas classes de subgrafos que geram facetas deste po-
litopo. Para obter os principais resultados desta dissertagao, fazemos um estudo da relacao
de afim-isomorfismo entre poliedros, e desenvolvemos um novo procedimento de conversao
de faces em facetas que generaliza as diversas versdes do procedimento de levantamento de
Variaues.

Palavras-chave: conjunto independente, subgrafo induzido k-partido, combinatoria polié-

drica, facetas, lifting






ABSTRACT

A stable set of a graph is a set of pairwise non-adjacent vertices. The mazimum stable
set problem is to find a stable set of maximum cardinality in a given graph. The mazimum
induced k-partite subgraph problem is to find k stable sets such that their union has maxi-
mum cardinality. Besides having applications in various fields, including computer vision,
molecular biology and VLSI circuit design, these problems also model other important com-
binatorial problems, such as set packing and vertex coloring. In the present work, we study
the facial structure of the polytopes associated with both problems. First, we describe a new
facet generating procedure for the stable set polytope, which unifies and subsumes several
previous procedures. Besides generating many well-known facet inducing inequalities, this
procedure can also generate new facet-inducing inequalities which have not been previously
described. Then, we study the maximum induced k-partite polytope formulated by asymme-
tric representatives. We describe its simplest facets, show that some of its facets arise from
vertex induced subgraphs, and identify two classes of subgraphs which generate facets of the
polytope. To reach these main results, we study the affine equivalence between polyhedra,
and also develop a new facet generating procedure for general polyhedra which subsumes the
many versions of the [ifting of variables.

Keywords: stable set, induced k-partite subgraph, polyhedral combinatorics, facets, lif-

ting.
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1 INTRODUCAO

Um subconjunto de vértices de um grafo é um conjunto independente se nenhum par de
vértices deste conjunto esta conectado por uma aresta do grafo. Dentre os diversos proble-
mas de otimizagao combinatoéria relacionados a conjuntos independentes, destacamos dois:
o problema do maior conjunto independente, e uma de suas generalizagoes mais naturais, o
problema do maior subgrafo induzido k-partido.

O problema do maior conjunto independente consiste em encontrar um conjunto indepen-
dente de cardinalidade maxima em um grafo de entrada. Este problema possui aplica¢oes em
diversas areas, como Visao Computacional, Casamento de Padroes e Biologia Molecular [10],
e modela outros importantes problemas de otimizacao combinatoria, como empacotamento e
particio de conjuntos [36], e também coloragdo de vértices [19)].

O problema do subgrafo induzido k-partido consiste em encontrar k£ conjuntos independen-
tes em um grafo de entrada cuja uniao tenha cardinalidade maxima. Este problema generaliza
tanto o problema do maior conjunto independente, quanto o problema do maior subgrafo in-
duzido bipartido, e modela problemas que surgem no projeto de circuitos integrados [18, 23],
e em Biologia Computacional [32, 24].

Embora esses problemas possam ser resolvidos em tempo polinomial para algumas classes
particulares de grafos, eles sao NP-dificeis para grafos em geral [31], e nenhum algoritmo de
tempo polinomial para esses problemas pode obter um fator de aproximacao menor que n'=¢,
para qualquer € > 0, a menos que NP = ZPP [30].

Diversas abordagens tem sido consideradas para gerar boas solugdes em um tempo razoa-
vel. Neste trabalho, focamos na abordagem por programacdo inteira, que tem sido utilizada
com sucesso em outros problemas de otimizacao combinatoria NP-dificeis, como o problema

do caixeiro viajante.

13



14 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Dados um vetor ¢ € Z", uma matriz A € Z™*" e um vetor b € Z™, um problema de

programagao linear inteira zero-um consiste em encontrar:
max {cT:c cAxr <bx € IB%"}.
A todo problema de programacao linear inteira zero-um esta associado um politopo
conv{z € B" : Ax < b},

formado pelo fecho convexo de todos os vetores binarios x que satisfazem o sistema Az < b.
Problemas de programacao linear inteira sao geralmente resolvidos pelo método branch-and-
bound. Também se pode utilizar planos de corte para acelerar esse método. Embora seja
possivel gerar planos de corte sem nenhum conhecimento da estrutura facial do politopo
associado ao problema, em geral, quanto melhor se conhece a estrutura facial deste politopo,
melhores sao os planos de cortes gerados, e melhores sdo os ganhos computacionais. Os cortes
mais fortes possiveis sdo aqueles que induzem facetas do politopo. Isto motivou o estudo
dos politopos associados a diversos problemas de programacao inteira, e em particular, a
identificacao das facetas destes politopos.

Neste trabalho, estudamos os politopos associados ao problema do maior conjunto inde-
pendente e ao problema do maior subgrafo induzido k-partido.

O estudo do politopo de conjunto independente foi iniciado por Padberg [36]. Nemhauser
& Trotter [34] demonstraram que facetas de politopos associados a subgrafos induzidos podem
ser convertidas em facetas do politopo associado ao grafo original. Desde entao, outros
procedimentos semelhantes, baseados em outras operagoes elementares sobre grafos, foram
descritos. No Capitulo 5, descrevemos um novo procedimento de geracao de facetas que
unifica e generaliza diversos procedimentos descritos na literatura. Além de gerar diversas
classes de desigualdades indutoras de facetas ja conhecidas, esse procedimento também gera
novas classes de desigualdades indutoras de facetas que ainda nao haviam sido descritas.
Uma versao resumida desse capitulo foi publicada [45] e apresentada no VI Simpdésio Latino-
Americano de Algoritmos, Grafos e Otimizacao (LAGOS).

Para o problema do maior subgrafo induzido k-partido, Campélo & Corréa [14] propoem
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uma formulacao linear inteira, baseada na formulagdo por representantes de cor, que utiliza
uma quantidade polinomial de varidveis e restricbes. No Capitulo 6, estudamos o politopo
associado a esta formulacao. Identificamos suas facetas mais simples, mostramos que algumas
de suas facetas podem ser geradas a partir de subgrafos induzidos, e descrevemos duas classes
de subgrafos que geram facetas deste politopo.

Para obter os principais resultados dos Capitulos 5 e 6, utilizamos sempre uma mesma
estratégia. Primeiro, identificamos faces do politopo que sejam afim-isomorficas a politopos
mais simples, e, em seguida, convertemos facetas destas faces em facetas do politopo.

No Capitulo 3, estudamos a relacao de afim-isomorfismo entre poliedros, como definida
em [47], e apresentamos alguns resultados que, embora bastante fundamentais, ndo foram
enunciados explicitamente na literatura.

No Capitulo 4, descrevemos um novo procedimento para converter uma face qualquer
de um poliedro em todas as facetas deste poliedro que contenham a face original. Este
procedimento de conversao generaliza as diversas versoes do procedimento de levantamento
de varidveis.

Toda a notagao usada ao longo do texto, bem como as defini¢oes dos principais conceitos
utilizados, é apresentada no Capitulo 2. Uma breve revisao dos resultados e dire¢oes para

trabalhos futuros sao apresentadas no Capitulo 7.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, revisamos os principais conceitos de Teoria dos Grafos, Algebra Linear e
Analise Convexa que serao tteis ao longo do texto, e apresentamos a notacao utilizada.
Leitores interessados em mais detalhes sobre os topicos tratados e nas demonstragoes das
proposicoes podem consultar, por exemplo, [9, 11] para Teoria dos Grafos, [29] para Algebra

Linear, e [38, 39] para Analise Convexa.

2.1 Teoria dos Grafos

2.1.1 Grafos simples

Um grafo simples G é um par ordenado (V, ) composto por um conjunto finito V', cujos
elementos sdo denominados vértices, e por um conjunto £ C {{u,v} : u,v € V,u # v},
cujos elementos sdo denominados arestas. Para todo grafo G, denotamos por V(G) e E(G),
respectivamente, os conjuntos de vértices e arestas de G.

Para cada aresta e = {u, v}, dizemos que u e v sdo as suas extremidades, e que e as
conecta. Uma aresta ¢ incidente nas suas extremidades, assim como as extremidades sao
também incidentes na aresta. O conjunto de arestas incidentes em um vértice é denotado
por Eg(v), ou por E(v), quando o grafo estiver claro pelo contexto.

Dois vértices u,v sdo vizinhos, ou adjacentes, se alguma aresta os conecta. A vizi-
nhanga de um vértice v, denotada por Ng(v) ou N(v), é o conjunto de todos os vértices
vizinhos a v. O grau de um vértice é a cardinalidade da sua vizinhanca. Vértices de grau
0, 1 e |V| — 1, sdo chamados, respectivamente, de vértices isolados, folhas e vértices

universais. A vizinhanga fechada de um vértice v, denotada por Ng[v] ou N[v], é a unido

17



18 CAPITULO 2. PRELIMINARES

da vizinhanga de v com o conjunto {v}. Utilizamos também as seguintes abreviagoes:

Eg(R) = UUGREg<U) VR g %4
Ng(R) = UveRNg(U) VR Q \%4
NG[R] = UUGRNg[U] VR Q \%4

Grafos cujos vértices sao todos universais sao grafos completos. Grafos cujos vértices sao
todos isolados sao grafos vazios. Um grafo composto por um tnico vértice e nenhuma aresta

¢ um grafo trivial.

Se S for um subconjunto de vértices e todo par de vértices de S for conectado por alguma
aresta, entao S é uma clique. Se nenhum par for conectado, entdao S é um conjunto
independente. Se o conjunto de vértices de um grafo puder ser particionado em & conjuntos
independentes, o grafo é k-partido. Grafos 2-partidos sdo também chamados de grafos

bipartidos.

Um passeio em um grafo é uma sequéncia finita de vértices (v1, ..., vy) tal que v; é vizinho
de v;11. Se nenhum vértice se repetir na sequéncia, o passeio é também um caminho. Se
v = vy €, exceto esta, nao houver nenhuma outra repeticao de vértices, o passeio é um ciclo.
Um grafo é conexo se possui um caminho (vy, ..., v;) para todo par de vértices vy, v;. Uma
arvore ¢ um grafo conexo que nao possui ciclos. Uma estrela é uma arvore que possui um

vértice universal, e portanto, |V| — 1 folhas.

O vetor de incidéncia de um conjunto de vértices S é uma tupla x € BY tal que z,, = 1
sev € S, paratodov € V. A matriz de incidéncia de um grafo é uma matriz cujas colunas

sao os vetores de incidéncia das arestas deste grafo.

Sobre um grafo G = (V| F) estao definidas diversas operacoes elementares, como remogao
de vértices, remocao de arestas e identificagcao de vértices. O grafo obtido removendo-
se a aresta e, denotado por G \ e, é o par (V, E'\ {e}). O grafo obtido removendo-se o vértice

v (e todas as arestas nele incidentes), denotado por G — v, é o par (V' \ {v}, E'\ Eg(v)). O
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grafo obtido identificando-se um par de vértices u, v em um vértice w é o par

((v \{v,u}) U{w}, (B\ Eo({v,u})) U {{w,i} :i € No({v, u})}).
Utilizamos também as seguintes abreviagoes:

G—{v1,...,0} = (((G—=v1) —v3) ... —vp) V{vy,...,v,} CV

G\{er,....ep} = (((G\ex)\ea) ...\ &) Vi{ey,...,ep} CFE

Um grafo obtido por sucessivas remocoes de vértices e arestas ¢ um subgrafo do grafo
original. O subgrafo induzido por um subconjunto de vértices S, denotado por G[S], é o
subgrafo obtido removendo-se de G todos os vértices, exceto os pertencentes ao conjunto S.
O complemento de um grafo G = (V, E), denotado por G, é o par (V, E), composto pelo

mesmo conjunto de vértices V' e pelo conjunto de arestas

E = {{u,v}:u,ve Viu# v, {u,v} ¢ E}

2.1.2 Grafos direcionados

Um grafo direcionado D é um par ordenado (V, A) composto por um conjunto finito V,
cujos elementos sdo também denominados vértices, e por um conjunto A C {(u,v) : u,v €
V,u # v}, cujos elementos sdo denominados arcos. Diferente das arestas, os arcos sao pares

ordenados; logo a ordem dos elementos ¢ relevante.

Para cada arco (u,v), dizemos que u é a sua extremidade inicial e que v é a sua
extremidade final. Dizemos também que u domina v, e que v é dominado por wu.
Vértices que nao sao dominados por nenhum outro sao fontes, enquanto vértices que nao
dominam nenhum outro sao sumidouros.

Para cada vértice v, os conjuntos A} (v), Ap(v), Np(v) e Np(v) sdo, respectivamente,
o conjunto de arcos com extremidade inicial v; o conjunto de arcos com extremidade final
v; a vizinhancga positiva de v, definida como o conjunto de vértices dominados por v; e

a vizinhanga negativa de v, definida como o conjunto de vértices que dominam v. O
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conjunto Ap(v) é a unido dos conjuntos A} (v) e Ap(v). Utilizamos também as abreviagoes:

Ap(R) := UyerAp(v) VRCV
A (R) := UyerAb(v) VRCV
Ap(R) = UyerAp (v) VRCV
N (R) := UpyerNp (v) VRCV
Np(R) := UyerNp (v) VRCV

Quando o grafo esta claro pelo contexto, omitimos o subscrito D.

Um passeio orientado em um grafo direcionado é uma sequéncia finita de vértices
(v1,v9,...,u;) tal que v; domina v;41. Se nao houver repeticdo de vértices, o passeio é
um caminho orientado. Se v; = v, e, exceto esta, nao houver nenhuma outra repeticao
de vértices, o passeio é um ciclo orientado. Um grafo direcionado que ndo possui ciclos
orientados é um DAG (do inglés, directed acyclic graph).

A cada grafo direcionado D = (V, A) esté associado um grafo simples G(D), denominado
o grafo subjacente a D, que corresponde ao par ordenado (V,{{u,v} : (u,v) € A}).
Conceitos equivalentes aos definidos para grafos simples podem também ser definidos para
grafo direcionados. Dois vértices sdo vizinhos em D se eles forem vizinhos em G(D). Um
subconjunto de vértices S é um conjunto independente ou uma clique de D quando S é,
respectivamente, um conjunto independente ou uma clique de G(D).

Uma forma de se obter um grafo direcionado a partir de um grafo simples G é substituir
cada aresta {u,v} por exatamente um dos arcos (u,v), (v,u). Grafos direcionados obtidos
desta forma sao orientagoes de G. Claramente, um mesmo grafo G pode possuir diversas

orientagoes, algumas das quais sdo DAGs.

2.1.3 Hipergrafos

Um hipergrafo é uma generalizacao de um grafo simples em que se permite que as arestas

contenham apenas um, ou mais que dois vértices. Mais precisamente, um hipergrafo H é
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um par ordenado (V, &) composto por um conjunto finito V| cujos elementos sdo também
denominados vértices, e por uma familia de conjuntos &€ C {e : e C Ve # 0}, cujos
elementos sao denominados hiperarestas. Se todas as hiperarestas do hipergrafo possuirem
uma mesma cardinalidade k, este hipergrafo é k-uniforme. Hipergrafos 2-uniformes sao
grafos simples.

Dizemos que uma hiperaresta conecta todos os vértices pertencentes a ela. Uma hi-
peraresta é incidente nos seus vértices, assim como os vértices sao também incidentes na
hiperaresta. As defini¢bes de adjacéncia, vizinhanca e grau de um vértice, folhas, vetor de in-
cidéncia de um subconjunto de vértices e matriz de incidéncia de um hipergrafo, assim como
as definicbes das operagoes de remocdo de vértices e hiperarestas, sao identicas as defini¢oes
para grafos simples.

Um hipergrafo obtido através de sucessivas remocgoes de vértices e hiperarestas ¢ um sub-
hipergrafo do hipergrafo original. O hipergrafo-clique de um grafo simples G, denotado

por C(G), é o par (V,Q), onde Q é o conjunto de todas as cliques maximais de G.

2.2 Algebra Linear

Um subespaco linear de R" é um subconjunto L de R" tal que, para todos x,y € L e para
todos a, f € R, tem-se ax + fy € L. (ay é a tupla obtida a partir de y multiplicando-se cada
componente por «, e x +y ¢ a tupla obtida somando-se as componentes correspondentes das
tuplas = e y). Exemplos de subespacos lineares em R? sdo as retas e os planos que passam
pela origem. Os elementos de L sao geralmente chamados de vetores. Se x é um vetor,

entao x; é sua i-ésima componente. Definimos também os vetores

0,:=(0,...,0),
—_——
1,=(1,...,1),
——
e :=(0,...,0,1,0,...,0) vie{l,...,n},

€eRr ‘= Z e,.
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Um vetor x é uma combinacao linear dos vetores vy, ...,y se existem ntimeros reais
aq, ...,y tais que

oy + ...+ Yy, = .

Um conjunto finito é linearmente independente se nenhum dos seus elementos é uma
combinagao linear dos demais e se este conjunto nao contém o vetor 0,,. Qualquer conjunto
que contenha um subconjunto linearmente dependente é também linearmente dependente.

Qualquer subconjunto de um conjunto linearmente independente é também linearmente in-

dependente.
Se M for uma matrizmxne R C {1,...,n}, entdo M® é a submatriz obtida a partir de M
mantendo-se apenas as colunas indexadas por R. De maneira semelhante, se S C {1,...,m},

a matriz Mg é a submatriz obtida a partir de M mantendo-se apenas as linhas indexadas
por S. O simbolo T sobrescrito é reservado para denotar a matriz transposta M7 de M.
Uma matriz 1 x m é um vetor-linha, e uma matriz n x 1 ¢ um vetor-coluna. Nao
fazemos distincao entre vetores-coluna de dimensao n x 1 e n-tuplas. Escrevemos o produto
escalar {x,y) entre dois vetores z,y como a multiplicagdo matricial 27y. Representamos,

também, conjuntos de n-tuplas com m elementos por matrizes de dimensao n x m.

2.3 Analise Convexa

2.3.1 Conjuntos afins

Generalizando o conceito de subespaco linear, um subconjunto M de R" é um conjunto afim
se, para todo z,y € M e todo real «, tem-se (1 — a)x + ay € M. Exemplos de conjuntos
afins em R? sdo todas as retas e planos (passando ou nao pela origem).
Um vetor x é uma combinagao afim dos vetores vy, ..., ¥y, se existem nimeros reais
Qaq, ...,y tais que
ayr+ ...+ oY =
a+ ... +ta,=1
Um conjunto finito ¢ afim independente se nenhum dos seus elementos ¢ uma combinagao

afim dos demais. Um conjunto {yi, ...,y } é afim independente se, e somente se, o conjunto
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{Y2 — Y1, -, Ym — 1} é linearmente independente. O menor conjunto afim (com relagao a
inclus@o) que contém um conjunto de vetores S, denotado por aff(S), é o fecho afim de S.

A dimensao de um conjunto nao vazio S C R", denotada por dim(S), é k se S contém
um conjunto afim independente maximal de cardinalidade k£ + 1. O conjunto vazio, por
convengao, tem dimensao —1. Se S estiver contido em um conjunto de dimensao [, entao
dim(S) < I. Se, por outro lado, existirem [ + 1 vetores afim independentes em S, entao
dim(S) > [. Quando S possui dimensao n, dizemos que S tem dimensao plena. Conjuntos
afins de dimensao 0, 1, 2 e n — 1 sao chamados, respectivamente, de pontos, retas, planos
e hiperplanos.

Retas e hiperplanos possuem dimensoes complementares, e estao naturalmente associados
entre si. Qualquer hiperplano pode ser representado como a translagao do conjunto de vetores
ortogonais a uma reta que contenha a origem. Ou seja, hiperplanos sao conjuntos de vetores
x tais que 7’z = my, onde 7 é um vetor nao nulo (algum vetor que gere a reta), e Ty é um
real (associado & distancia transladada). Dois hiperplanos {z : 772 = 7y }, {z : 772 = v}
sao linearmente independentes se os vetores 7,7 sao linearmente independentes.

Todo conjunto afim é a interse¢ao de um nimero finito de hiperplanos. Logo, pode ser
descrito como o conjunto de vetores x que satisfazem um sistema finito de equagoes Ax = b,

onde A é uma matriz real e b é um vetor.

2.3.2 Conjuntos convexos

Um subconjunto C' de R" é um conjunto convexo se, para todos z,y € C' e todo « real
no intervalo (0,1), tem-se ax + (1 — a)y € C. Geometricamente, um conjunto é convexo
se contém todo o segmento de reta entre dois quaisquer dos seus pontos. A soma C; 4+ Cy
de dois conjuntos convexos C1, Cy, chamada de soma de Minkowski destes conjunto, é o
conjunto também convexo {a+b:a € Cy,b € Cy}.

A todo hiperplano {z : 77z = my} est4 associado um conjunto convexo, chamado de um
semi-espaco fechado, formado pelos vetores x tais que 7’z < . Um conjunto que possa

ser escrito como a interse¢cao de um ntimero finito de semi-espagos fechados é um poliedro.

Um vetor x é uma combinagao convexa dos vetores y1, . . . , Y, se existem reais ay, . ..,
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tais que

oY1+ ...+ Y, = T
o +...+a, =1
a; >0 Vie{l,...,m}

O menor conjunto convexo (com relagao a inclusdo) que contém um conjunto de vetores S,
denotado por conv(S), é o fecho convexo de S. O fecho convexo de um nimero finito de
vetores é um politopo. Politopos sdo também poliedros e também podem ser descritos,
portanto, como a intersecdo de um nimero finito de semi-espagos fechados.

Uma desigualdade é valida para um conjunto se todo ponto pertencente ao conjunto a
satisfaz. Um conjunto F' é uma face de um conjunto convexo C se existe uma desigualdade

7Tz < my valida para C tal que
F={zecC:n"r=m}.

Neste caso, dizemos que a desigualdade 77z < 7y induz a face ' em C. Uma face prépria
de C' é uma face nao vazia de C' que possui dimensao menor que dim(C'). Uma k-face
é uma face que possui dimensao k. Faces de dimensao 0, 1 e dim(C') — 1 s@o chamadas,
respectivamente, de vértices, arestas e facetas. O conjunto de vértices de um poliedro P é
denotado por vert(P). Todas as faces das faces de um conjunto convexo sao faces do proprio
conjunto. Em particular, todos os vértices e arestas das faces de um conjunto convexo sao
também vértices e arestas do proprio conjunto.

Um conjunto A C R™ é um cone se, para todo vetor x € K e todo real a > 0, o vetor
ax pertence a K. Um vetor x é uma combinagao conica dos vetores y1, ..., y,, se existem

reais aq, ..., a,, tais que

L+t Y =T

a; >0 Vie{l,...,m}

O menor cone que contém um conjunto S, denotado por cone(S), é o fecho cénico de S. O
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fecho conico de um ntimero finito de vetores ¢ um cone poliédrico.

Um vetor r é uma diregao de recessao de um conjunto S se, para todo = € S e todo
a > 0, o vetor x + ar pertence a S. O cone de recessao de S, denotado por rec(S), é
o conjunto das diregoes de recessao de S. Um vetor r é uma direcao extrema de S se o
fecho conico de r é uma aresta de rec(S). Perceba que, se r é uma dire¢do extrema de S, e

2

r=irt+ 1r? onde ', r? € rec(S), entdo 7', r? sdo multiplos positivos de r.

O polar de um conjunto S é o cone
S .={r:nTx <0,z €S}

Quando S ¢ um cone poliédrico com dimensdo plena, 77z < 0 induz faceta de S se e somente
se m é uma direcao extrema de S°.

Todo poliedro P por ser descrito como a soma conv(S) + cone(R) do fecho convexo de
um conjunto finito S com o fecho conico de um conjunto finito R. Dizemos que esta é uma
descrigao interna de P. Todo poliedro P também pode ser descrito como o conjunto das
solugoes de um sistema finito de desigualdades lineares Ax < b. Dizemos que esta é uma
descricao externa de P. Uma desigualdade é redundante para a descricao externa de
um poliedro se sua omissao nao altera o conjunto de solugoes do sistema de desigualdades
desta descricao. Se a desigualdade 77z < 7y é valida para um poliedro descrito pelo sistema
Az < b, 0 Lema de Farkas afirma que, ou existe vetor ¢ > 0 tal que ¢’ A = 77, ¢'b < 7y,

ou o poliedro é vazio.
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3 EQUIVALENCIA ENTRE POLIEDROS

Para certos tipos de andlise, a relacao de igualdade entre poliedros, como definida para
conjuntos em geral, é demasiadamente restrita. Outras relagdes de equivaléncia capturam de
forma muito mais adequada o conceito intuitivo ao qual nos referimos quando dizemos que
dois objetos geométricos sao iguais.

Neste breve capitulo, estudamos o isomorfismo afim de poliedros, como definido em [47],
e apresentamos alguns resultados que, embora bastante fundamentais, nao foram enunciados
explicitamente na literatura. Estes resultados serao utilizados frequentemente nos proximos

capitulos.

3.1 Equivaléncia afim

Dois poliedros P C R",  C R™ sdo afim-isomérficos (denotado por P = @)) se existem
fungoes afins f : R* — R™, g : R™ — R" que definem uma bijecdo entre os pontos dos dois

poliedros. Ou seja, se existem

fix— Fx+Fy FeR™" [jeR™,
ngGy—l-Go G e Rmm GoERn,

tais que

flz)e@ Vo € P,
gly) e P VyeQ,
g(f(x)) =z VxePp,
fley) =y Vyed



28 CAPITULO 3. EQUIVALENCIA ENTRE POLIEDROS

Intuitivamente, dois poliedros sdo afim-isomorficos se podemos obter um a partir do ou-
tro através de transformacoes afins como translacao, rotacdo, escala, reflexdo ou projecao
ortogonal. Note que afim-isomorfismo é uma relagdo de equivaléncia.

Sejam, ao longo desta secao, P e () poliedros afim-isomorficos, e sejam f, g fungdes que
definem uma bijecao entre os pontos dos dois poliedros. Para pontos pertencentes a P e (),
as fungoes f e g preservam a indepéndencia afim, e consequentemente, também a dimensao,

como mostram o lema e a proposi¢ao seguintes.

Lema 3.1. Se x',... 2P € P sdo afim independentes, entao f(x'),..., f(zP) € Q sdo afim

independentes.

Demonstragio. Vamos demonstrar a contrapositiva. Se f(z!),..., f(zF) € Q nao forem afim
independentes, existem o, ..., a,-1 € R tais que SPla; =1eque flaP) = X0 oy f(2).
Temos

p—1 ) p—1 ) p—1 '
st (Bt @) - s (Er) - Fo
i=1 i=1 i=1
Logo zt,...,2P C P ndo sao afim independentes. O
Proposicao 3.2. Se R C P, entio dim(R) = dim(f(R)).

Demonstragdo. Seja {:cl, e ,xd“} C R um conjunto de dim(R)+1 pontos afim independen-
tes. Pelo Lema 3.1, {f(xl), e f(xd“)} C f(R) é um conjunto afim independente. Logo,
dim(f(R)) > dim(R). Por simetria, dim(R) > dim(f(R)). O

Como afim-isomorfismo é uma relacdo simétrica, podemos enunciar versoes alternativas
do Lema 3.1 e da Proposicao 3.2 que mostram que a fungao g, ao invés da funcao f, preserva
a independéncia afim e a dimensao para pontos pertencentes a (). Por brevidade, nao faremos
isso.

Segue diretamente da Proposi¢ao 3.2 que P e () possuem a mesma dimensao.
Proposicao 3.3. P e () possuem a mesma dimensao.

Desigualdades validas para P podem ser facilmente transformadas em desigualdades va-
lidas para (), como mostra a proposicao seguinte. Note, porém, que nao ha uma correspon-

déncia de um-para-um entre as desigualdades validas dos dois conjuntos.
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Proposicao 3.4. Se a desigualdade mx < my € vdlida para P, entdo a desigualdade mGy <

w9 — wGo € vdlida para Q.

Demonstragcio. Tome y € (). Seja x € P tal que y = Fo + Fy. Sabemos que

reP=g(f(x)=2=GFr+GF,=xz— G,.

Logo,
Gy = 7G(Fx + Fy) = 7(GFz + GFy) = n(x — Go) < mp — 7Gy.

Concluimos que a desigualdade é valida para Q). n
Mostramos agora que existe uma correspondéncia entre as faces de P e Q).
Proposigao 3.5. Se R={zx € P:mx=my}, entao f(R) ={y € Q : 71Gy = my — 7Go}

Demonstragio. (C) Seja y € f(R). Como R C P, entdo y € ). Resta provar que 7Gy =
mo — mGp. Como y € f(R), existe x € R tal que y = f(z) = Fx + Fy. Sabemos que mx = m,
GFzx + GFy =z — Gy. Logo,

Gy = 1G(Fx + Fy) = n1(GFx + GEy) = m(x — Gy) = mo — Gy

(2) Sejay € Q tal que TGy = my — 7Gy. Sabemos que existe z € P tal que x = Gy + Gy.
Temos

mx =m(GQy + Go) = 1Gy + 71Gy = my — 7Go + Gy = .
Logo, « € R. Consequentemente, f(z) = f(g9(y)) =y € f(R). ]
Proposicao 3.6. Se R é uma k-face de P, entao f(R) é uma k-face de Q.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.2, sabemos que R e f(R) possuem a mesma dimensao.
Resta provar que f(R) é face de ). Se R for face de P, entdo existe uma desigualdade

mx < my valida para P tal que

R={zreP:mx=m}.
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Pela Proposicao 3.5, sabemos que

f(R)={yeQ:1Gy =my—7nGy}.
Além disso, pela Proposicao 3.4, sabemos que 7Gy < w9 — 7y é desigualdade valida para
(). Concluimos que f(R) é face de Q. ]
Proposicao 3.7. Se x € vértice de P, entao f(x) é vértice de Q.
Proposicao 3.8. Se mx < my induz faceta de P, entio Gy < my — wGq induz faceta de Q).

Mostramos, finalmente, que os cones de recessao de P e () também sao afim-isomorficos, e

que também ha, portanto, uma correspondéncia entre as dire¢oes extremas dos dois poliedros.
Lema 3.9. Se r € rec(P), entiao r = GFr.

Demonstracao. Temos
reP=yg(fx)=2=GF+Gy=1x—GFuz.
Ou seja, x — GFx é constante para todo x € P. Seja x € P. Como x,x + r € P, temos

r—GFr=(x+r)—GF(zx+7r)=r=GFr. O
Lema 3.10. Se r € rec(P), entdo Fr € rec(Q).
Demonstragao. Sejam y € Q, v € Ry. Existe x € P tal que f(x) = y. Como r é diregdo de
recessao de P,

r+areP= flr+ar)e@Q=Fr+Far+Fye Q= f(z)+a(Fr) e Q

Logo, y + aFr € Q. n
Proposicao 3.11. Os cones de recessao de P e () sao afim-isomorficos.

Demonstragio. Pelo Lema 3.10, sabemos que Fr € rec(Q), para todo r € rec(P), e que

Gr € rec(P), para todo r € rec(Q). Além disso, pelo Lema 3.9, sabemos que r = GF'r, para
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x3

(1,0, 0).

(a) Poliedro P. (b) Poliedro Q.

Figura 3.1: Dois poliedros afim-isomérficos.

todo r € rec(P), e que r = FGr, para todo r € rec(Q)). Concluimos que os dois cones sao

afim-isomoérficos. O

Proposicao 3.12. Ser € direcao extrema de P, entdo Fr é direcio extrema de Q).

Demonstragao. Se r for dire¢ao extrema de P, entdao

R={ar:aeR,}

¢ uma aresta de rec(P). Logo, pela Proposigao 3.6 e pelo isomorfismo da Proposigao 3.11,

f(R)={aFr:acR,}

é uma aresta de rec(Q)). Como f(R) = cone(F'r), concluimos que F'r é uma dire¢ao extrema

de Q. n
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3.2 Exemplo

Considere os poliedros P € R3,Q € R?, apresentados na Figura 3.1, dados por

1 00
0 1 -1
P=conv |0 1 0|,Q = conv .
1 -1 -1
0 0 1

Podemos verificar que as fungoes

-1

flz) = T+
200 -1
U >

gy =135 —ilvtli
1 _1 1
|72 4 4

definem um isomorfismo afim entre P e (). Como as desigualdades Ax < b induzem facetas

de P, onde

0 1 1 1
A: O —1 0 7b: 0 )
0 0 -1 0

podemos utilizar a Proposicao 3.8 para obter as seguintes desigualdades que induzem facetas

de Q.

01 1[0 3 I [0 1 11|35 Y <1

AGy <b=AGo< |0 -1 0| |3 —3|¥y<1[0|—|0 =1 0 ||| 2m+w <1
1

0 0 —1||-1 -1 of [0 0 —1] ] 2+ <1

Por outro lado, como as desigualdades

—y2 <1
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=2y +y2 <1

20 +y2 <1

induzem facetas de @), pela Proposigao 3.8, as seguintes desigualdades induzem facetas de P:

0 —1 1 0 —1 —r; <0
120 ~1

-2 1 r< (1| —|-2 1 < —zy <0
2.0 0 —1

2 1 1 2 1 ot <1
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4 CONVERSAO DE FACES EM FACETAS

Um problema classico em combinatoéria poliédrica é determinar o conjunto de desigualdades
lineares que induzem facetas de um poliedro P C R", definido como a soma da envoltoria
convexa de um conjunto finito S com o fecho conico de um conjunto finito R. Quando
nao temos nenhuma informacao adicional sobre P, podemos determinar estas desigualdades

através do estudo do cone

sTm—my <0,¥s€ S

PY = {(71'771'0) GP:ﬂTxSWO,VxEP} =< (m,m) € P
rTr <0,VreR

Se P tem dimensao plena, cada desigualdade que induz faceta de P estd associada a uma
direcao extrema de P7Y. Estas dire¢cbes podem ser enumeradas, por exemplo, através da
Eliminacao de Fourier-Motzkin [47] ou do Algoritmo de Busca Reversa [3]. Quando temos
informacgoes adicionais sobre P, ou quando estamos interessados apenas em um subconjunto
das desigualdades indutoras de facetas, podemos utilizar algoritmos mais especificos.

Se conhecemos uma desigualdade que induz faceta de uma face F' de P, podemos transforma-
la em uma desigualdade que induza faceta de P. O estudo desse procedimento teve inicio
com um método descrito por Padberg [36] para uma classe particular de politopos, e poste-
riormente generalizado para politopos zero-um por Nemhauser & Trotter [34] e Wolsey [42].

Supondo que P seja um politopo, que seus vértices estejam em B"™, que I’ seja da forma
F={zxeP:z;=0,Vie{l,...,m}},

e que a desigualdade

Y. i <ag (4.1)

1=m-+1

35
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seja valida para F', o procedimento calcula, de forma sequencial, coeficientes oy, ..., «a,, tais
que
n
Z ;05 S (7)) (42)
i=1

seja valida para P. Este procedimento, conhecido como levantamento sequencial de
variaveis, tem sido crucial na resolu¢ao de problemas de programacao inteira de grande
porte 20, 26]. Perceba que, quando (4.2) induz faceta de P, esta faceta contém a face que a
desigualdade (4.1) induz em F'.

Em geral, diferentes ordenagoes das variaveis x1, ..., x,, geram diferentes desigualdades.
O estudo de condigbes suficientes e necessarias para que esta ordenacao nao influencie o
célculo dos coeficientes foi iniciado por Wolsey [44], e posteriormente generalizado para pro-
blemas de programacao inteira-mista zero-um por Gu et al. [27].

Um algoritmo alternativo para o calculo dos coeficientes, conhecido como levantamento
simultaneo de variaveis, foi proposto por Zemel [46]. Este algoritmo calcula todos os
coeficientes simultaneamente, através da enumeracao dos vértices de um politopo auxiliar,
geralmente bem mais simples do que o politopo original. Diferentemente do levantamento
sequencial de variaveis, ele gera todas as possiveis combinagoes de coeficientes que definem
desigualdades validas para P.

As desigualdades validas geradas pelo levantamento simultaneo de variaveis s6 induzem
facetas de P quando a diferenca entre as dimensoes de P e I’ é exatamente m. Para o
levantamento sequencial, ainda mais condigoes precisam ser satisfeitas. Qosten [35] propoe
um outro algoritmo, denominado levantamento estendido de variaveis, que ¢é capaz de
gerar desigualdades indutoras de facetas mesmo quando a diferenca entre as dimensoes da
face e do poliedro é maior do que m.

Neste capitulo, descrevemos um novo procedimento, que generaliza os trés procedimentos
apresentados acima. Diferentemente desses procedimentos, fazemos poucas suposicoes sobre
a face e sobre o poliedro. Em particular, nao supomos que P seja um politopo, que seus
vértices estejam em B", que os hiperplanos que definem F' sejam ortogonais aos eixos, nem
que as desigualdades usadas na descricao de F' sejam validas para P. Ao invés de transfor-
marmos uma desigualdade valida para uma face em uma desigualdade valida para o politopo,

noés mostramos como obter, a partir da descri¢do interna de um poliedro qualquer P, e da
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descricao interna ou externa de uma face qualquer F' de P, todas as facetas de P que contém
F, através da enumeracao apenas das dire¢oes extremas de uma face de P7.

Na Secao 4.1, apresentamos o procedimento e demonstramos que ele funciona para o caso
onde P é um cone poliédrico. Na Secao 4.2, estendemos estes resultados para poliedros em

geral, através de homogenizacao.

4.1 Versao para cones

Nesta secao, estudamos o caso particular do procedimento quando P é um cone poliédrico.
Primeiro, trabalhamos com uma representagao interna de F'. Em seguida, com uma represen-
tagao externa. Finalmente, consideramos o caso particular onde F' tem dimensao dim(P)—2,
e portanto esta contido em exatamente duas facetas de P. Os resultados desta se¢do sao es-

tendidos para poliedros em geral na secao seguinte, utilizando homogenizacao.

4.1.1 Representacao interna

Ao longo desta subsecao, seja K C R™ um cone poliédrico com dimensao plena e seja F' uma
face nao vazia de K. Estamos interessados em determinar as facetas de K que contém F.

Counsidere o cone

Kp =K+ (—=F).

Demonstramos nesta subse¢ao que as desigualdades que induzem facetas de K que contém

F' sao exatamente as desigualdades que induzem facetas de Kp.

Exemplo 4.1. Faca

2 1
K = cone , ' = cone
1 2 2
Por defini¢ao, temos ]
2 1 —1
Kr = cone
1 2 =2

A Figura 4.1(a) mostra estes trés conjuntos. Note que, neste caso, K possui uma tnica

faceta, induzida pela desigualdade —2x1 4+ x5 < 0. Esta é a tnica faceta de K que contém F'.
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X2 T2

Figura 4.1: Exemplos de Kp.

Exemplo 4.2. Faca agora

Ty + 213 <0
_ o 2 2 1 0 ry + 23 <0
K=cone| 0 0 1 2 2|=}%2€R®: p +ay+325 <0 ¢,
-1 -1 -1 -1 -1 —I =
) —Z9 <0
_ 1
F =cone | 2
-1
Temos
o 2 2 1 0 -1
Kr =cone | ( 0 1 2 2 | +cone | —2|.
-1 -1 -1 -1 -1 1
A Figura 4.1(b) mostra a interse¢io do hiperplano {z € R® : 3 = —1} com estes trés

conjuntos. As facetas de K sdo induzidas pelas desigualdades

T2 + 2.T3 < 0, (43)
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T+ x9 + 3I3 S 0. (44)

Estas desigualdades induzem as unicas facetas de K que contém F'.

Para demonstrarmos esse resultado, utilizaremos o seguinte lema, que descreve o polar

de KF
Lema 4.3. (Kp)°={r e K°: 7'z =0,V € F'}

Demonstragio. (C) Seja m € (Kr)°. Para todo z € K, temos x € Kp, e portanto 77z < 0.
Logo, m € K°. Além disso, para todo z € F, temos x,—x € Kp, e portanto mla < 0,
7l > 0.

(D) Seja m € K° tal que 77z = 0,Vx € F. Para todo z € K, existem 2! € K,2% € F

tais que x = 2! — 22, e portanto

7l =nlal —7la? =772t <.

Concluimos que 7 € (Kp)°. O

Em particular, esse lema mostra que o polar de K é uma face do polar de K. Todas as
suas diregoes extremas, portanto, sao direcoes extremas do polar de K, e estao associadas a
certas facetas de K. O préximo lema mostra que estas facetas sdo exatamente aquelas que

nos interessam.

Lema 4.4. A desigualdade 772 < 0 induz faceta de K que contém F se e somente se m é

dire¢io extrema de (Kpg)°.

Demonstragio. (=) Se 77x < 0 induz faceta de K que contém F, entdo 7 é diregdo extrema
de K° e 77z = 0,Vz € F. Pelo Lema 4.3, 7 pertence a (Kr)°, e (Kp)° ¢é face de K°. Logo,
7 é diregao extrema de (Kp)°.

(<) Se 7 for dire¢ao extrema de (Kr)°, entao 7 é dire¢ao extrema de K°, pois (Kr)° é
face de K°. Além disso, 77z = 0,Vz € F. Logo, 77z < 0 induz faceta de K que contém

F. [l
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Por consequéncia direta deste lema, temos o seguinte teorema, que prova que as desigual-
dades que induzem facetas de K que contém F sao exatamente as desigualdades que induzem

facetas de Kp.

Teorema 4.5. A desiqualdade 7'z < 0 induz faceta de K que contém F se e somente se

7le <0 induz faceta de Kp.

4.1.2 Representacao externa

Como na subsecao anterior, seja, ao longo desta subsecao, K C R™ um cone poliédrico com
dimensao plena e seja F' uma face prépria de K com dimensao n —m. Se C' € R™*™ é uma

matriz de posto cheio tal que

F={ze K:Czx =0},

entao qualquer desigualdade da forma 77 Cxz < 0, onde m € R™, se valida para K, induz uma
face que contém F'. Nesta subsec¢ao, estamos interessados em determinar que vetores 7 sao
tais que 77 Cz < 0 induz uma faceta de K. Note que as desigualdades C'z < 0 ndo precisam
ser validas para K.

Seja (L, R) uma parti¢ao de {1,...,n} tal que CT seja inversivel. Vimos na subsecio
anterior que o polar de Kz é uma face do polar de K. O lema seguinte fornece uma outra

descricao deste polar, com base na matriz C'.
Lema 4.6. (Kp)° = {7? eEK®:mh= ﬂf(C’L)_lCR}

Demonstracio. Seja X € R™ (=™ yma matriz cujas colunas sejam linearmente independen-

tes e pertencam a F. Pelo Lema 4.3,
(Kp)° = {7T cK°:n'X = 0} = {7‘( €K :mi Xy +7mhXp= 0}.
Temos duas afirmagoes:

Afirmagao 1. Xy é inversivel.
Demonstracio da Afirmacao 1. Sabemos que X tem posto n — m, pois as colunas de

X sdo linearmente independentes. Além disso, CX = 0, ou seja, X + (C*)"1CEXg = 0.



4.1. VERSAO PARA CONES 41

Temos X = —(C*)"1CFXg. As linhas de X, sdo, portanto, uma combinacio das linhas de
Xg. A remocao destas linhas nao altera o posto de X. Concluimos que X tem posto n —m

e ¢ inversivel.

Afirmacgdo 2. X X' = —(CE)~ICE.
Demonstragio da Afirmacdo 2. Sabemos que X = —(CL)"'CEXy. Como Xj é inver-
stvel, podemos multiplicar & direita por X' ambos os lados deste sistema para obtermos a

identidade desejada.
Com estas duas afirmagoes, podemos facilmente verificar que o lema vale, pois:

(Kp)° = {7? € K°:ni X+ mpXp = o}

{7? € K°:m X  Xp' + 7R XpXp! :0}

{7? € K°:mh = W:LF(CL)lCR}.

Exemplo 4.2 (continuagao) Temos F' = {z € K : Cxz = 0}, onde

2 -1 0
1 -1 -1

C —

Note que as desigualdades C'x < 0 néao sao validas para K. O ponto (2,0, —1), por exemplo,
nao satisfaz estas desigualdades. Sejam L = {1,2}, R = {3}. Pelo Lema 4.6, temos

-1
2 —1 0

(Kp)® = WEKOZW:;I{M 7@} ={re K°:m3=m +2m}.
1 -1 —1

Logo, uma desigualdade 772 < 0 indutora de faceta de K induz uma faceta que contém
F se e somente se m3 = 7 + 2my. As desigualdades (4.3) e (4.4), de fato, satisfazem esta

propriedade. A desigualdade z1+2x3 < 0, que induz faceta de K, por outro lado, nao satisfaz
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To 3

ke T gy

(2,1,-5)

Figura 4.2: Exemplos de K.

esta propriedade, e portanto nao induz faceta que contém F'.

Consideramos agora um outro cone, contido em um espaco de dimensao apenas m, definido

CcOo1mo

Ko :={Cx:xz € K}.

Nesta subsecao, provamos que o polar de K¢ ¢é isomorfico ao polar de K. Consequentemente,
assim como acontece com Kp, existe uma forte relacdo entre as facetas de K¢ e as facetas

de K que contém F'.

Exemplo 4.2 (continuagdo) Neste caso, temos

0 2 2 1 0
2 -1 0 0430 =2
Ko = cone 0 0 1 2 2 = cone

1 -1 -1 1 320 -1
-1 -1 -1 -1 -1

A Figura 4.2(a) mostra uma representacao grafica deste cone.

Exemplo 4.7. Para ilustrar a diferenca entre as complexidades dos cones K e K, apresen-
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tamos um exemplo numérico maior. Sejam

001 201 2
22 2 01 0 1

20 =5 0 4 2
0112 2 2 2

K = cone ,C=101 0 -1 0 1
02112 0 2

Oo1 0 1 0 -3
01012 21
1212101

Como F = {z € K : Cx = 0} é uma face tridimensional de K, podemos determinar que

facetas de K contém F' através do seguinte cone, que é consideravelmente mais simples do

que K:
001201 2
222 01 0 1
20 =5 0 4 2 2 3 -1 2
01122 2 2
Ko=cone| |01 0 -1 0 1 =cone |3 2 2 1
02112 0 2
Oo1 0 1 0 -3 -1 -2 0 -5
01012 21
121210 1]

A Figura 4.2(b) mostra a interse¢ao deste cone com o hiperplano {z : xo = 1} .

O préximo lema mostra que o polar de K¢ é exatamente o conjunto de vetores 7 tais que
a desigualdade 77Cz < 0 é valida para K. Claramente, todas as desigualdades vélidas da

forma 77 Cz < 0 induzem uma face de K que contém F.
Lema 4.8. (Kg)°={r e R": 71Cx < 0,Vz € K}.
Demonstragio. (C) Seja m € (K¢)° e x € K. Sabemos que Cx € K. Logo, 77Cx < 0.

(D) Seja m € R™ tal que 7/Cx < 0,Vx € K, e seja k € K¢. Sabemos que existe z € K

tal que Cx = k. Logo, 77k = n7Cx < 0. Concluimos que 7 € (K¢)°. O

Além disso, os polares de K¢ e Kp sao equivalentes, como mostra o lema seguinte. Em
particular, isso significa que toda desigualdade indutora de faceta de K que contém F' pode

ser representada como um combinacao das desigualdades C'x < 0.
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Lema 4.9. (K¢)° = (Kp)°.

Demonstragio. (—) Tome y € (K¢)° e faca 7! := yTC. Pelo Lema 4.8, sabemos que
ale = yTCx <0,Vx € K.
Logo m € K°. Além disso,
7l = yTOR = yTCOH(CY)IOR = 7T (CL)1OR.

Concluimos, por consequéncia do Lema 4.6, que 7 € (Kr)°.

(«) Tome 7 € (Kr)° e faca y := 7L (CL)~!. Temos, para todo z € K,
y'Co =y ' Clay +y"Clzp = ml (CH) ' Clap + 7L (CH) ' OFog = 7l + mhar <0,

onde a ultima igualdade segue do Lema 4.6. Logo, por consequéncia do Lema 4.8, y € (K¢)°.

]

Como consequéncia dos dois lemas anteriores, temos o seguinte teorema, que mostra como

transformar uma faceta de K- em uma faceta de K que contém F', e também o contrario.

Teorema 4.10. Se 77z < 0 induz faceta de K que contém F, entio w1 (C*) ™'z <0 induz
faceta de Ko. Se nlz < 0 induz faceta de K¢, entdo n7Cx < 0 induz faceta de K que

contém F.

Ty < 0 induz faceta de K que contém F, entdo, pelo Teorema 4.5,

Demonstragao. Se 7
sabemos que 772 < 0 induz faceta de Kp. Pelo isomorfismo apresentado no Lema 4.9,
concluimos que 77 (C*) "1y < 0 induz faceta de Kc.

Por outro lado, se ¥’z < 0 induz faceta de K, entdo, pelo isomorfismo apresentado no

Lema 4.9, a desigualdade y” Cz < 0 induz faceta de Kr. Pelo Teorema 4.5, concluimos que

a faceta induzida por 47 Cx < 0 contém a face F. O

Exemplo 4.2 (continuagao) Pela Figura 4.2(a), podemos ver que as duas facetas de K¢
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sao induzidas pelas desigualdades

Logo, pelo Teorema 4.10, as duas facetas de K que contém F' sao induzidas pelas desigual-

dades

01 2
<0

11 3]

1 =2] 12
2 =3 |1

-1 0
-1

Tr =
—1

Exemplo 4.7 (continuagao) Pela Figura 4.2(b), podemos ver que as quatro facetas de K¢

sao induzidas pelas desigualdades

(s 11 1
2 1 7
z <0
4 -1 5
—2 -1 -1

Logo, pelo Teorema 4.10, todas as seguintes desigualdades induzem faceta de K:

8§ —11 1 8§ =5 =20 6 16 1
20 -5 0 4 2
2 1 7 2 4 -5 3 4 =8
01 0 -1 0 1]z= r<0
4 -1 5 4 2 =10 3 8 —4
01 0 1 0 =3
-2 -1 -1 -2 -1 -5 0 —4 -1

4.1.3 Faces de dimensao dim(K) — 2

Consideramos agora o caso particular em que F' possui dimensao dim(K) — 2. Neste caso,
sabemos que F' esta contido em exatamente duas facetas de K. Estamos interessados em
determinar quais sao estas facetas. Estudamos este caso particular porque, como veremos,

ele estende para cones em geral o procedimento de levantamento sequencial de variaveis.
Ao longo desta subsegao, sejam K C R™ um cone poliédrico (ndo necessariamente com
dimensao plena), S C K um conjunto finito tal que cone(S) = K, e F' uma face de K com

dimensao dim(K) —2. Seja também C' € R2*™ uma matriz de posto cheio, com linhas C;, Cs,
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tal que
F={ze K:Czx=0}.

Considere também os conjuntos S. = {x € S : Cox < 0}, 55 = {z € S : Cox > 0}. Pelos
resultados da subsecao anterior, sabemos que as desigualdades que induzem facetas de K que
contém F' sao da forma

a1C12 4+ aaCoz < 0.

Os dois teoremas seguintes nos mostram como calcular os coeficientes ay, as quando um
dos hiperplanos {x : Ciz = 0}, {z : Cyz = 0} ndo corta o interior de K. Neste caso, podemos
supor, sem perda de generalidade, que Cox < 0 é véalida para K. O segundo teorema teve
a sua demonstragao omitida, ja que podemos obté-lo a partir do primeiro se substituirmos

Cix = 0 por —Cyz = 0 na definicao de F.

Teorema 4.11. Suponha que a desigualdade Cox < 0 seja valida para S. Se existe x € S tal

que Ci1x > 0,Cox = 0, entao Cox < 0 induz faceta de K. Se nao existe, entdo a desigualdade
Ciz — aCyr <0 (4.5)

induz faceta de K, onde

a:min{g;i:x65<}.

Demonstragdao. Seja {xl, e ,xd} C F um conjunto de dim(K') — 2 pontos linearmente inde-
pendentes. Suponha que exista z € S tal que C1Z > 0,Cyz = 0. Como = € K\ F, o conjunto
{xl, ol i} C K possui dim(K) — 1 pontos linearmente independentes que satisfazem a
desigualdade valida Cyx < 0 na igualdade. Concluimos que Cox < 0 induz faceta de K.
Suponha agora que nao exista x € S tal que Ciz > 0,Cyr = 0. Tome x € S. Se
Cox = 0, temos Crx — aCyxr = Cix < 0. Se Chxr < 0, entao a < g—;i = Ciz —aCr <0. A

desigualdade (4.5), portanto, é valida para S, e, consequentemente, também é vélida para K.

Ciz*
Cox*”

Seja x* € S. tal que a = Nao ¢ dificil verificar que o conjunto {a:l, . ,xd,x*} CK
contém dim(K) — 1 pontos linearmente independentes que satisfazem (4.5) na igualdade.

Concluimos que (4.5) induz faceta de K. O
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Z2

Figura 4.3: Aplicagdo dos Teoremas 4.11 e 4.12.

Teorema 4.12. Suponha que a desigualdade Cox < 0 seja valida para S. Se existe x € S tal

que Ci1x < 0,Cex = 0, entao Cox < 0 induz faceta de K. Se nao existe, entdo a desigualdade
—Cix+aCyx <0

induz faceta de K, onde

Cix
a:max{C;x:xGS<}.

Exemplo 4.13. Sejam

1 01
S={0 o 1 2 2|,C= .
11 3
-1 -1 -1 -1 -1
Note que a desigualdade Cox < 0 é valida para K. Temos
o 2 2 1 0
1 01 -1 1 1 0 -1
K¢ = cone(CS) = cone o 0 1 2 2 = cone
11 3 -3 -1 0 0 —1

-1 -1 -1 -1 -1

A Figura 4.3 mostra o cone K¢, como definido na subsecao anterior. Como existe z € §

tal que Cixz > 0,Cyr = 0, entdao, pelo Teorema 4.11, uma das desigualdades que induz
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faceta de K que contém F' é xq + x5 + 3x3 < 0. Pelo Teorema 4.12, a outra desigualdade é

—(z1 + x3) + a(z1 + 22 + 3z3) <0, onde

{—1 1 —1} '
a=maxy ——=,——,—— ¢ = 1.
—3' -1 -1

Ou seja, xo + 223 < 0.
Quando uma das desigualdades induz faceta de K, os teoremas podem ser simplificados.

Corolario 4.14. Se Cyx < 0 induz faceta de K, e Cix < 0 induz faceta de {x € K : Cox =

0}, entdo a desigualdade Cyx — aCox < 0 induz faceta de K, onde
. (Chx
a:mm{c1 :ZB€S<}.

Corolario 4.15. Se Cyx < 0 induz faceta de K, e Cix > 0 induz faceta de {x € K : Cox =
0}, entdo a desigualdade —Chx + aCox < 0 induz faceta de K, onde

Cix
a:max{C;x:xGS<}.

Restringindo ainda mais os corolarios anteriores, obtemos uma versao para cones do

levantamento sequencial de variaveis [42].

Corolério 4.16. Seja S C B"™ um conjunto finito e S® = {x € S : x; = 0}. Se cone(S°)
€ faceta de cone(S) e Y5, mixy; < 0 induz faceta de cone(S%), entdo Yo miry —azry <0

induz faceta de cone(S), onde

a:maX{Zijj :IGS,xlzl}.

j=2

Demonstragao. A desigualdade —x; < 0 induz faceta de cone(5), e a desigualdade

n
Z ijj S 0
7j=2
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induz faceta de {x € cone(S) : —x; = 0}. Pelo Corolario 4.14, a desigualdade
> mixy — o (—x1) <0
=2

induz faceta de cone(.S), onde

o T n
o/:min{w cx €S, —1 <O} = —max{ij:cj:xe S, x = 1} = —a.
=2

[l

Quando os hiperplanos {z : Cyx = 0}, {x : Cyz = 0} cortam o interior de K, podemos
supor, sem perda de generalidade, que nao existe r € K tal que Cix > 0e Cox > 0. O

seguinte teorema mostra como calcular os coeficientes aq, as, neste caso.

Teorema 4.17. Se as desigualdades Cixz < 0,Cox < 0 ndo sdo vdlidas para S, e nao existe

z € K tal que Cix > 0,Cyx > 0, entao as desigualdades

Cll' — 041021' < 0 (46)
—aCix+Chr < 0 (4.7)
induzem facetas de K, onde
C
o :max{lx cx €S, Cox > O},
02.]3
oy :max{cﬂ cx e S, Cix > O}.
0113

Demonstracio. E suficiente demonstrar que (4.6) induz faceta de K, ja que o outro resultado

pode ser obtido permutando-se as duas linhas de C'. Temos duas afirmacoes:

Afirmagao 1. a; < 0.
Demonstracao da Afirmacao 1. Como Chx < 0 para todo xz € Ss, entdao a; < 0. Suponha,
por contradicdo, que a; = 0. Existe ! € S tal que Ciz! = 0. Além disso, como Ciz < 0 ndo

¢ desigualdade vélida, existe 22 € K tal que C 22 > 0. Sabemos que Cox? < 0. Se Cya? = 0,
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3 _ 1,1 1,.2 2 __ Coat 3 2.1 1y,.2 _
faca 7° = o + j2°. Se Coz® < 0, faga A = Cipzr 7 = 507 + 3Az”. Em ambos os ca

sos, temos C123 > 0, Cyx® > 0, o que contradiz uma das premissas do teorema. Logo, a; < 0.

Afirmacao 2. Cix — a;Cyr < 0 é uma desigualdade valida para K.

Demonstracio da Afirmagio 2. Tome z' € S. Temos trés possiveis casos. Se Ciz! <

0, Cha! <0, entdo, pela Afirmacdo 1,
Clﬂfl - Cklogl'l § Cll'l S 0.

Se Chz! < 0,Cha! > 0, entdo, pela definicdao de oy,

C’lxl
ap > ~ 1 = 01331 — &1021’1 < 0.
CQLC

Finalmente, suponha Cia! > 0, Co2' < 0. Suponha também, por contradicao, que

01.1'1 — 04102:151 > 0.

Tome 2% € S tal que a; = g;ﬁz Note que, pela Afirmacao 1, C12% < 0. Se Cox! = 0, faca
A= —giﬁi,x‘?’ = %Il + %AxQ. Se Cyx! <0, faga \; = _gii;)‘Q = —gzi;,)\ = %Al +%)\2,x3 =

%xl + %/\xQ. Em ambos os casos, temos Ci2® > 0, Co2® > 0, o que contradiz uma das premis-
sas do teorema. Concluimos que Ciz' — oy Cha! < 0 para todo z' € S. Como todo z € K é
uma combinacao conica de pontos de S, podemos facilmente verificar que Ciz — a1 Coz < 0

¢ desigualdade valida para K.

Pela Afirmagao 2, sabemos que (4.6) é desigualdade valida para K. Seja {xl, e ,:r;d} CF

um conjunto de dim(K) — 2 pontos linearmente independentes. Tome z* € S5 tal que

_ Ciz*
Cox*”

o O conjunto {:L‘l, ool x*} possui dim(K’) — 1 pontos linearmente independentes
que satisfazem a desigualdade (4.6) na igualdade. Concluimos que (4.6) induz faceta de

K. ]
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Z2

Z1

Figura 4.4: Aplicacao do Teorema 4.17

Exemplo 4.13 (continuagio) Faga agora

Este exemplo foi obtido a partir do Exemplo 4.2 multiplicando-se a segunda linha da matriz
C por —1, para que nenhum r € K fosse tal que Ciz > 0,Cyxr > 0. Note que as duas

desigualdades cortam o interior de K. Temos

0 2 2 1 0
2 -1 0 0 4 3 0 =2
K¢ = cone(C'S) = cone o 0 1 2 2 = cone
-1 1 1 -1 -3 -2 0 1
-1 -1 -1 -1 -1

A Figura 4.4 mostra esse cone. Os coeficientes calculados no Teorema 4.17 séo
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Logo, as duas desigualdades que induzem facetas de K que contém F' sao

(21’1 — IL‘Q) — (—2)(—ZL‘1 + 29 + IE3) = I9 + 2ZL‘3

IA
o

%(2331 — .’L'Q) + (—1’1 + T2 + 33’3) = %.1'1 + %.’IQ + x3 < 0

4.2 Versao para poliedros

Estendemos agora os resultados da secao anterior para poliedros em geral. Antes, fazemos

uma breve revisdo da técnica conhecida por homogenizacgao.

4.2.1 Homogenizacgao

Dado um poliedro nao vazio P = {x € R" : Az < b}, podemos associar a P um cone

poliédrico

hog(P) = { (z,z) € R"™ :

obtido através da homogenizacao das desigualdades que definem P. Existem fortes relagoes
entre as propriedades do cone hog(P) e as propriedades do poliedro P, o que nos permite
estender para poliedros em geral resultados obtidos para cones. Nesta subse¢ao, revisamos
aquelas relacoes que utilizamos nas subsegoes seguintes. Estamos particularmente interessa-
dos na correspondéncia entre as desigualdades que induzem facetas de hog(P) e as desigual-
dades que induzem facetas de P. Para uma abordagem mais geral desta técnica, veja [40,

Capitulo 2, Segao 11] ou [4, Segao 6].
Exemplo 4.18. A Figura 4.5(a) mostra a homogenizagao do poliedro

—xr < -1
P=<XzeR: ,
r <2

enquanto a Figura 4.5(b) mostra a homogenizacao do poliedro

PI{SCEIRi —x S—l}
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% .'{.".;. n O ’ (P)

(a) (b)

Figura 4.5: Exemplos de homogenizacao.

Ao longo desta subsecao, seja P um poliedro nao vazio.

A proposi¢ao seguinte mostra que podemos facilmente converter desigualdades validas de

P em desigualdades vélidas de hog(P), e também o contrério.

Proposicao 4.19. A desigualdade 7”7z < 7y é vdlida para P se e somente se a desigualdade

mle + moz < 0 € vdlida para hog(P).

Demonstragio. (=) Pelo lema de Farkas, existe y € R tal que yT'A =77 yTb < 7. Seja

(z,2) € hog(P). Temos 7'z + mpz = y? Az + 7oz < y?' (Az + b2) < 0.

(<) Seja z € P. Como (x,—1) € hog(P), temos 7’z + mo(—1) < 0. O

Estudamos agora a relagao entre as faces de P e de hog(P).

Proposigao 4.20. Se F' = {z € P: Cz = d} nao € vazio, entio

hog(F') = {(x, z) € hog(P) : Cx 4+ dz = 0}.
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Demonstracao. Temos

Az +bz < 0
Ar < b
Cr+dz < 0
hog(F') =hogszeR": (Czx < d =1 (z,2) e R*M:
—Cr—dz < 0
—Cx < —d
z < 0

= {(z,2) € hog(P) : Cx 4+ dz = 0}

O

A proposicao seguinte mostra que a dimensao de hog(P) é sempre uma unidade maior
que a dimensao que P. Em particular, se P tem dimensao plena, entao hog(P) também tem

dimensao plena.
Proposigao 4.21. dim(hog(P)) = dim(P) + 1.

Demonstragao. (>) Seja {xl, o ,:Bd+1} C P um conjunto de dim(P)+1 pontos afim indepen-
dentes. O conjunto {(:cl, —1),..., (x4, —1)} estd contido em hog(P) e contém dim(P) + 1
pontos linearmente independentes. Logo, dim(hog(P)) > dim(P) + 1.

(<) Suponha P C {x € R" : C'z = d}, onde C' € R™*™ ¢ uma matriz de posto n—dim(P),
e d € R™. Temos

hog(P) C {(x,2) € R"*' : Cz + dz = 0}.

Como P nao é vazio, o sistema C'x = d tem solucao, e portanto,

posto(C, d) = posto(C) =n — dim(P) = (n+ 1) — (dim(P) + 1).
Logo, dim(hog(P)) < dim(P) + 1. O
Proposicao 4.22. Se F' € uma face nao vazia de P, entdo hog(F') é uma face de hog(P).

Demonstracio. Seja w1 x < my uma desigualdade vélida para P tal que

F={zxeP:n"rv=m}.
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Pela Proposicao 4.20, temos
hog(F) = {z € hog(P) : n’x + myz = 0}.

Pela Proposigao 4.19, a desigualdade 77z + mpz < 0 é valida para hog(P). Logo, hog(F') é
face de hog(P). O

A correspondéncia entre as k-faces de P e as (k+ 1)-faces de hog(P) néo é tao direta. No
exemplo da Figura 4.5(b), hog(P) possui duas facetas, enquanto P possui apenas uma. Como
mostra a proposigao seguinte, apenas as (k + 1)-faces de hog(P) que nao estao contidas em
{(z,z) : z = 0} possuem uma k-face correspondente em P. Por outro lado, todas as k-faces

de P possuem uma (k + 1)-face correspondente em hog(P).

Proposicao 4.23. A desigualdade 77z < my induz uma k-face ndo vazia de P se, e somente

se, a desigualdade 7'z + oz < 0 induz uma (k+1)-face de hog(P) que ndo estd contida em
{(z,2) : z=0}.

Demonstragio. (=) Suponha que F' = {x € P : nlx = my} seja k-face ndo vazia de P.
Pela Proposi¢ao 4.20, hog(F') = {(x, z) € hog(P) : mlx + mpz = 0} . Pela Proposicao 4.19, a
desigualdade 77z +my2 < 0 ¢é valida para hog(P). Logo, hog(F') ¢ uma face de hog(P). Pela
Proposicao 4.21, dim(hog(F)) = dim(F)+1 = k+1. Tome z € F. O ponto (z, —1) pertence
a hog(F'). Logo, hog(F') ndo esta contida em {(z,z) : z = 0}.

(<) Suponha que a desigualdade 77z + myz < 0 induza uma (k + 1)-face de hog(P) que
nio esteja contida em {(z,2) : z = 0}. Seja ' = {x € P: nlx = my}. Pela Proposicio 4.19,
a desigualdade 7’z < my ¢ vélida para P. Logo, F' é face de P. Tome (Z, z) € hog(P) tal que
7'z 4+ mz=0ez<0. O ponto (—%) pertence a F'. Logo, F' nao ¢ vazio. Pela Proposicao

4.20, hog(F') = {(x, z) € hog(P) : 7lx + moz = 0} . Por hipétese, dim(hog(F')) = k+1. Logo,
pela Proposigao 4.21, dim(F) = k. O

Quando P tem dimensado plena, e estamos interessados apenas nas desigualdades que

induzem facetas dos dois poliedros, podemos simplificar o teorema anterior.

Corolério 4.24. Suponha que P tenha dimensdo plena. A desigualdade 7'z < my induz

faceta de P se e somente se m # 0 e mlx + mpz < 0 induz faceta de hog(P).
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Demonstragio. (=) Suponha que F = {z € P : 7'z = my} seja faceta de P. Suponha, por
absurdo, que m = 0. Se my = 0, entdo F = P. Se my # 0, entao F' = (). Ambos os casos
contradizem a premissa de que F' é faceta de P. Logo, m # 0. Como F' nao é vazio, segue da
Proposicio 4.23 que 7l x + mpz < 0 induz faceta de hog(P).

(<) Suponha que m # 0 e que F' = {(x,2) € hog(P) : 77x + mpz = 0} seja faceta de
hog(P). Como dim(P) = n, existem n pontos linearmente independentes (z!, 1), ..., (z", 2,)
em F’. Suponha, por absurdo, que z, = 0, para todo p € {1,...,n}. Logo, {z!,...,2"} é um
conjunto de pontos linearmente independentes, e a tnica solucao do sistema 7lz? = 0,7 =
1,...,n, ém =0, o que contradiz uma das nossas premissas. Logo, existe p € {1,...,n} tal
que z, < 0. A face F’, portanto, nao esta contida em {(z,z) : z = 0}. Pela proposigao 4.23,

7Tz < m, induz faceta de P. O

Quando P é um politopo, o Teorema 4.23 se torna ainda mais simples, ja que existe uma

correspondéncia perfeita entre as facetas de P e as facetas hog(P).

Corolario 4.25. Suponha que P seja um politopo com dimensdo maior que zero. A de-
sigualdade m™'x < my induz faceta de P se e somente se mlx + mpz < 0 induz faceta de

hog(P).

Demonstragio. (=) Se F = {zx € P: wlxz = my} for faceta de P, entdao F nao é vazio, e pela
Proposigao 4.23, 77z + moz < 0 induz faceta de hog(P).

(<) Suponha que F’ = {(z,2) € hog(P) : 7'z + mpz = 0} seja faceta de hog(P). Pela
Proposigao 4.21, hog(P) tem dimensao maior que 1. Logo, F” tem dimensao maior que zero,
e contém um ponto (Z,Z) que ndo é a origem. Suponha, por absurdo, que z = 0. Como
(z,z) € hog(P), Az < 0. Ou seja, T é diregdo de recessao de P, o que contradiz o fato de
P ser um politopo. Logo, z < 0. A face F’, portanto, ndo esté contida em {(z, z) : z = 0}.

Pela proposicao 4.23, 772 < 1 induz faceta de P. O

Finalmente, descrevemos hog(P) a partir de uma representacao interna de P. Note que
o polar (hog(P))° é igual ao cone P?, mencionado na introdugdo. Este cone é composto por

todos os vetores (7, m) tais que a desigualdade 772 < g é valida para P.
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Proposicao 4.26 ([40]). Se P = conv(S) + cone(R), entio

als—my <0, Vse S
(hog(P))® = { (m,m) € R™1 "o 7
7Ty <0, Vr€R

hog(P) = cone((S x {—1})U (R x {0})).

Demonstragao. Pela Proposicao 4.19, sabemos que
(hog(P))° = {(7,m) € R™™ : 77w < my,Va € P}.
Como P ¢ um poliedro,

als—my <0, Vs€S

(hog(P))° = { (m,m) € R :
e <0, YW €R

Como (K°)° = K e K° = cone(M7), para todo cone poliédrico K = {x : Mz < 0}, temos

hog(P) = cone((S x {—1}) U (R x {0})). O

4.2.2 Representacao externa

Estendemos agora os resultados apresentados na Subsecao 4.1.2 para poliedros em geral. Ao
longo desta subsecao, sejam P um poliedro com dimensao plena e F' C P uma face prépria
de P com dimensao n —m, sejam C' € R™*™ uma matriz com posto cheio e d € R™ um vetor
tais que

F={zxeP:Czx=d},

e seja também (L, R) uma particio de {1,...,n} tal que C seja inversivel. Estamos inte-
ressados em determinar os vetores 7 para os quais a desigualdade 77Cz < 77d induz uma

faceta de P.

Seja H = hog(P). Pela Proposigao 4.20, sabemos que

hog(F) ={z € H : Cx + dz = 0}.
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Pela Proposigao 4.22, hog(F') é face de hog(P). Além disso, pela Proposicao 4.21, sabemos
que H tem dimensao plena, e que dim(hog(F')) = dim(H) — m. A matriz (C,d) tem posto
cheio, pois C' tem posto cheio. Logo, podemos utilizar os resultados da Subsecao 4.1.2 para

converter faces de hog(F') em faces de H.

Naquela subse¢do, estudamos o cone Hoyg = {Cx + dz : (z,z) € H}. Nesta subsecao,

consideramos o fecho conico
Pog = cone{Cx —d:z € P}.

Como mostra o lema seguinte, os dois conjuntos sao iguais.
Lema 4.27. P(/*,d = HC,d'

Demonstragio. (C) Tome k € Po 4. Existem z € P, A € R, tais que k = A\(Cx—d). Sabemos

que (z,—1) € H. Como H é um cone, (Az, —\) € H. Temos

Hea > C(Ax) +d(—)\) = \Cx — Ad = \(Cx — d) = k.

(D) Tome k € Heq4. Existe (x,2) € H tal que k = Cz + dz. Temos dois casos. Se z < 0,
entao —%x € P. Logo,

1 1
PogsC (—x) d=—"Ca—d.
z Z

Como FPg 4 € um cone, e como —z € Ry,
1
Pcaqg> —2 <—Cx — d) =Cr+zd=k.
z
Suponha agora que z = 0, e tome 2’ € F'. Como Az < 0, sabemos que = + 2’ € P. Temos

Poa3Cz+2)—d=(Ca' —d)+Cx =Cx =Cx+dz=k.
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Exemplo 4.28. Sejam

02 210 2 -1 0
P = conv , O = ,d =
001 2 2 1 -1 —1
O cone
0 430 =2

Pc g = cone
1320 -1

¢ exatamente igual ao cone K¢ do Exemplo 4.2.

A proposicao seguinte nos fornece uma descrigao do polar de Pr 4. Assim como antes,
este polar é exatamente o conjunto de vetores 7 tais que 77 Cx < 7ld é desigualdade valida

para P.
Proposigao 4.29. (Pcy)° = {mr e R™ : 77 (Cx — d) < 0,Vx € P}.

Demonstragio. (C) Tome 7 € (Pcq)°,x € P. Como Cx —d € Pg g, temos 77 (Cx — d) < 0.
(2) Seja m € R™ tal que 77 (Cz — d) < 0 para todo z € P. Tome k € Pc4. Existe z €
P, \ € R, tais que k = A\(Cx — d). Temos, 7'k = AT (Cx — d) < 0. Logo, 7% € (Poq)°. O

Utilizando os resultados da Subsecao 4.1.2 e as proposi¢oes de homogenizacgao, podemos

enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.30. Se 7’z < 7y induz faceta de P que contém F, entio 7w+ (CT)'z < 0 induz
faceta de Poy. Se 'z < 0 induz faceta de Py, entao 77 Cx < w''d induz faceta de P que

contém F.

Demonstracio. Suponha que 7’7x < 7 induza faceta de P que contenha F. Pelo Coroléario
4.24, 7Tz + mpz < 0 induz faceta de H. Pela Proposicio 4.20, 77z + mpz = 0, para todo
(z,2) € hog(F). Logo, pelo Teorema 4.10, 77 (CL) ™12 < 0 induz faceta de Hg 4. Concluimos,
pelo Lema 4.27, que 77 (C*)™'z < 0 induz faceta de P 4.

Por outro lado, suponha que 77z < 0 induza faceta de Po,4. Pelo Lema 4.27, nfx < 0
induz faceta de He 4. Pelo Teorema 4.10, 77 Cz + 77dz < 0 induz faceta de H. Como 7 # 0

e C tem posto-linha cheio, entdo 77'C # 0. Pelo Corolario 4.24, 77Cz < n'd induz faceta
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de P. Além disso, como Cx = d para todo € F, entdo 7 Cx = n¥d para todo = € F.

Concluimos que 77'Cz < 77d induz faceta de P que contém F. m

4.2.3 Faces de dimensao dim(P) — 2

Estendemos agora os resultados apresentados na Subsecao 4.1.3 para politopos em geral. Ao
longo desta subsegao, sejam S C R™ um conjunto finito, P = conv(S) o fecho convexo de S,
e F' C P uma face nao vazia de P com dimensao dim(P) — 2. Sejam C' € R**™ uma matriz

com posto cheio e d € R? tais que
F:{xEP:Cx:d}.

Considere também os conjuntos Sc = {x € §: Cox < do}, 55 = {z € S : Cox > do}.
Os teoremas a seguir podem ser facilmente obtidos a partir dos resultados da Subsecao

4.1.3 e dos teoremas de homogenizacao.

Teorema 4.31. Suponha que a desigualdade Cox < dy seja vdlida para S. Se existe x € S
tal que Cix > dy,Cox = ds, entio Cox < dy induz faceta de P. Se ndo existe, entdo a
desigualdade

(Ciz —dy) — a(Cyx —dy) <0 (4.8)

induz faceta de P, onde

o [ Cix—d
O{:mln{c(;x_d;:x65<}.

Demonstragio. Sejam H = hog(P),S" = (S x {—1}). Sabemos, pela Proposigao 4.26, que
H = cone(5'), e pela Proposicao 4.22, que hog(F) é face de hog(P). Pela Proposigao 4.21,
dim(hog(F')) = dim(H) — 2. Pela Proposigao 4.20,

hog(F) = {(x,2) € H: Cx + dz = 0}.

Como C tem posto 2, a matriz (C,d) também tem posto 2. O cone H, a face hog(F') e a

matriz (C, d) satisfazem, portanto, todas as condigoes da Subsegao 4.1.3. Seja

SL ={(z,2) € §": Cow + doz < 0}.
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Temos dois possiveis casos.

(Caso 1) Suponha que exista & € S tal que C1& > dy, CoZ = dy. O ponto (z, —1) pertence
a S’ e satisfaz C1Z + di(—1) > 0,CoZ + da(—1) = 0. Logo, pelo Teorema 4.11, Coz + doz < 0
induz faceta de H. Pelo Corolario 4.25, Cyx < dy induz faceta de P.

(Caso 2) Suponha agora que nao exista z € S tal que C1& > dy, CoZ = dy. Entéo também

nao existe (z,z) € S’ tal que C12+d;z > 0, Cox+dyz = 0. Pelo Teorema 4.11, a desigualdade
(CL'E + dlz) — Oé(CQl’ + dQZ) <0

induz faceta de H, onde

. Cl’+d12’ ’ . O1l’—d1
O{:mln{W:(w,Z)ES<}:mln{CM:$€S<}.

Pelo Corolario 4.25, concluimos que a desigualdade
(le — dl) — OJ(CQJI - dg) S 0
induz faceta de P. O]

As demonstragoes dos demais teoremas sao bastante semelhantes a demonstracao do

teorema anterior, e serao omitidas. Apresentamos apenas os enunciados dos teoremas.

Teorema 4.32. Suponha que a desiqgualdade Cox < dy seja vdlida para S. Se existe x € S
tal que Cix < dy,Cox = do, entdo Cox < ds induz faceta de P. Se nao existe, entio a
desigualdade

—(Ciz —dy) + a(Coxr —ds) <0

induz faceta de P, onde

Cix—d
Ozzmax{cix_d;::lf65<}.

Corolario 4.33. Se Cox < dy induz faceta de P, e Cix < dy induz faceta de {x € P : Cox =
dy}, entdo a desigualdade

(leE — dl) — 04(021' - dg) S 0 (49)
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induz faceta de P, onde

[ Cix—d
a:m1n{c’;x_d::x65<}.

Corolario 4.34. Se Cox < dy induz faceta de P, e Cix > dy induz faceta de {z € P : Cox =

dy}, entdo a desigualdade

—(Cll‘ — dl) + (){(CQCC - dg) S 0

induz faceta de P, onde

Cix —d
a:max{c;v_d::m65'<}.

Corolario 4.35. Seja S C B"™ um conjunto finito e S® = {x € S : ; = 0}. Se conv(S°) é
faceta de conv(S) e Yi_, miz; < mo induz faceta de conv(S®), entdo Y)_, mir; — axy < o

induz faceta de conv(S), onde

n
a:maX{Zﬁjxj—wo:xES,xlzl}.

J=2

Teorema 4.36. Se Cix < dy, Cox < dy ndo sao validas para S, e nao exviste v € P tal que

Ci1x > dy,Cox > do, entao as desigualdades

(CII — dl) — Oél(CQCC - dg)

IN
o

—062(01]} — d1> + (CQZE - dg) < 0

induzem facetas de P, onde

015(3 - d1

—_— d
Cot — dy r e S, Cor > 2},

o] = max{

CgiL‘ — d2

- dip.
Clil,‘—dl 1‘68,011'> 1}

g = max{



5 PorLiTorO DE CONJUNTO INDEPENDENTE

O politopo de conjunto independente de um grafo simples GG, denotado por STAB(G) ,

¢ a envoltéria convexa dos vetores de incidéncia de todos os conjuntos independentes de G.
STAB(G) := conv {x eBY Dz, + 2, <1,V{u,v} e E(G)}

O problema do maior conjunto independente, denotado por MSS, consiste em encontrar

um conjunto independente de cardinalidade maxima em um grafo de entrada.

MSS(G) = max{ > x,iz€ STAB(G)}
veV(Q)

O problema do maior conjunto independente possui aplicagoes em diversas areas, como
Visao Computacional, Casamento de Padrdoes e Biologia Molecular [10], e modela outros
importantes problemas de otimizacao combinatoéria, como empacotamento e particao de con-
juntos [36], e também coloragio de vértices [19]. Por conta disto, ele tem sido bastante
estudado e possui uma vasta literatura. Para uma visao geral de suas propriedades, aplica-
¢oes, e algoritmos, veja [37], [10] e [28].

O politopo de conjunto independente também tem sido bastante estudado, nao somente
para o desenvolvimento de algoritmos poliédricos para o problema do maior conjunto inde-
pendente, mas também por outros motivos. Liptdk & Lészl6 [33] argumentam, por exemplo,
que facetas de STAB generalizam o conceito de a-criticalidade em grafos. Atamturk et al. [2]
utilizam desigualdades validas de STAB para acelerar a resolucao de problemas de progra-
magao inteira em geral, e Borndorfer & Weismantel [12] mostram que varios resultados sobre

STAB podem ser transferidos para politopos associados a outros problemas de otimizacao

63
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(a) Clique. (b) Buraco impar. (c¢) Antiweb. (d) Wheel.

Figura 5.1: Alguns subgrafos que geram facetas de STAB.

combinatoria.

Dando inicio ao estudo do politopo de conjunto independente, Padberg [36] identificou
as primeiras classes de desigualdades que induzem facetas de STAB. Nemhauser & Trotter
[34] demonstraram que, se H é um subgrafo induzido de G, entao desigualdades que indu-
zem facetas de STAB(H) podem ser convertidas em desigualdades que induzem facetas de
STAB(G). Muitos subgrafos dao origem a desigualdades interessantes. Alguns exemplos
sao cliques, buracos impares e wheels [36], anti-buracos impares [34], webs e anti-webs [41],
wheels subdivididas [8], antiweb-wheels [16], ciclos de ciclos [12], grilles [21] e fans [22]. A

Figura 5.1 ilustra alguns destes subgrafos.

Também foram descritos, desde entdo, procedimentos para gerar facetas de STAB(G) a
partir de facetas de STAB(H) quando H é obtido a partir de G através de outras operagoes
elementares, como subdivisao de arestas [43], subdivisao de estrelas [8], substitui¢ao de vér-
tices por estrelas [22], substituicao de vértices por grilles [25]. A Figura 5.2 ilustra algumas

destas operagoes.

Neste capitulo, nés apresentamos um novo procedimento que unifica e generaliza varios
dos procedimentos anteriores, incluindo subdivisao de arestas, subdivisao de estrelas e subs-
tituicdo de vértices por estrelas. Além de gerar diversas classes de desigualdades indutoras
de facetas ja conhecidas, como desigualdades de buracos, webs e wheels subdivididas, esse
procedimento também gera novas classes de desigualdades indutoras de facetas que ainda

nao foram descritas na literatura.

Para obtermos esse procedimento, utilizamos as técnicas apresentadas nos Capitulos 3 e 4.
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206+ Yo, Ti + a7 + a5 < 3 36+ Y0 wi+ i, <5 2w+ 3 i Y s <3

(a) Divisdo de aresta. (b) Divisao de estrela. (c) Substituicao de vértice por
estrela.

Figura 5.2: Alguns procedimentos que geram facetas de STAB.

Primeiro, identificamos faces de STAB(G) que sao afim-isomoérficas a politopos de conjunto
independente de grafos mais simples do que GG, obtidos a partir de G através da contragao das

particoes de certos grafos induzidos k-partidos. Em seguida, convertemos as facetas destas

faces em facetas de STAB(G).

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Secao 5.1, identificamos algumas
classes de faces de STAB que sao isomorficas a politopos de conjunto independente de grafos
mais simples. Uma destas classes da origem ao procedimento de geragao de facetas descrito
por Nemhauser & Trotter [34]. Na Segao 5.2, identificamos uma outra classe de faces, e
apresentamos o novo procedimento de geragao de facetas. Para definirmos precisamente
esta classe de faces, introduzimos, na Subsecao 5.2.1, uma nova classe de hipergrafos, que
chamamos de hiperdrvores fortes, e estudamos algumas de suas propriedades. Finalmente,
na Secao 5.3, consideramos o caso particular do procedimento quando o subgrafo induzido

escolhido é bipartido.
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5.1 Fixacao de variaveis

Nesta secao, identificamos algumas classes de faces de STAB que sao isomorficas a politopos
de conjunto independente de grafos mais simples. Apesar de alguns resultados aqui apresen-
tados serem classicos, eles ilustram como as técnicas apresentadas nos Capitulos 3 e 4 podem
ser utilizadas para criar procedimentos de geracao de facetas.

Seja G = (V, E) um grafo simples. Quando interceptamos STAB(G) com um hiperplano
{z : z, = 0}, onde v € V, obtemos uma face afim-isomérfica a STAB(G — v). Esta classe

de faces dé origem ao procedimento de geracao de facetas descrito por Nemhauser & Trotter

[34].
Proposicao 5.1. Para todo v € V,
STAB(G —v) = F :={z € STAB(G) : z, = 0}.

Demonstragao. Como STAB(G —v) e F possuem vértices inteiros, é suficiente descrever duas

tranformacoes afins que definam uma bijecao entre os pontos inteiros destes politopos.

(—) Tome x € STAB(G — v) N BVM"} e faca, para todo i € V,

0 set1="v

€T; =
r;  caso contrario.

Vamos provar que £ € F N BY. Claramente, z € BY. Além disso, sabemos que z, = 0.
Resta provar que z, + Zs < 1, para toda aresta {r,s} de G. Seja {r,s} € E. Ser = v,
temos T, + s = T, + Ts = T5 < 1. Se s = v, temos um caso semelhante. Se r, s # v, entao
{r,s} € E(G —v). Temos T, + T5s = z, + ¥, < 1. Concluimos que 7 € FNBY.

(<) Tome 7 € FNBY, e faga 7; := T;, para todo i € V \ {v}. Vamos provar que
v € STAB(G — v) N BYM¥}.  Claramente, z € BYM"}. Resta provar que z, + 2, < 1
para toda aresta {r,s} de G —v. Seja {r,s} € E(G —v). Como {r,s} € E(G), temos
T+, = T, + Ty < 1. Concluimos que z € STAB(G — v) N BV}, O
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Teorema 5.2 ([34], Teorema 3.1). Para todo v € V, se

Z X5 S ™0 (51)

ieV\v

induz faceta de STAB(G — v), entdo

Z i + Typ&y < Mo
1€V \v

induz faceta de STAB(G), onde

Ty = To —max{ Z mx; : x € STAB(G), z, = 1}.

ieV\v

Demonstracao. Seja

F :={x € STAB(G) : z, = 0}.

Pelo isomorfismo da Proposi¢ao 5.1 e pela Proposicao 3.8, a desigualdade (5.1) induz faceta

de F. Como —z, < 0 induz faceta de STAB(G), entao, pelo Corolario 4.33, a desigualdade

(Z ﬂixi—w()) —a(-z,—0)<0

ieV\v

induz faceta de STAB(G), onde

o = min { eV mwio_ e vert(STAB(G)), —z, < O}

=Ty — max{ > mw:x € vert(STAB(G)), z, = }

1€V\v

=y —max{ Z mx; : x € STAB(G), z, = 1}.

1€V \v

Exemplo 5.3. Seja G o grafo da Figura 5.3(b). O grafo G — {6, 7}, representado na Figura
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Z?:1 x; +2x7 <2 Z?:l T+ 2z < 2 Z?:l T, +xg+x7 <2

Z?:1$i+$6+x7§2

(a) Grafo original. (b) Adigao de dois vér- (c) Adigao de vértice (d) Cépia de dois vérti-
tices, em diferentes or- cuja vizinhanga esta ces.
dens. contida em R.

Figura 5.3: Aplicagdo do Teorema 5.2 e de seus corolarios.

5.3(a), ¢ um buraco fmpar. Logo, 7, x; < 2 induz faceta de STAB(G — {6,7}). Pelo

Teorema 5.2, a desigualdade
5

Zl’l’ + mexg < 2
i=1

define faceta de STAB(G — {7}), onde

5
T = 2 — max {Zm, cx € STAB(G —{7}), 26 = 1} .
i=1

Este maximo ¢ atingido pelo vetor de incidéncia do conjunto independente {5,6}. Logo,

m6 = 1, e a desigualdade

5
Z$1+ZL’6§2

i—1
induz faceta de STAB(G — {7}). Aplicando novamente o Teorema 5.2, temos que a desigual-
dade

5
Z{Ei + xg + Ty S 2
i=1

induz faceta de STAB(G), onde

5
7r7:2—max{2xi+x6:x€ STAB(G), z7 = 1}.

=1

Este méaximo é atingido pelo vetor de incidéncia do conjunto {6,7}. Logo, m; = 1, e a
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desigualdade
5

S ai+ae+ar <2

i=1
induz faceta de STAB(G). Se invertermos a ordem de remoc¢ao dos vértices {6, 7}, obtemos
outra desigualdade,

5
Zl’i + 21‘7 S 2,
i=1

que também induz faceta de STAB(G).

Em alguns casos, calcular o coeficiente m, ¢ uma tarefa trivial, como mostram os dois

corolarios seguintes.

Corolario 5.4. Para todo v € V e todo R C N(v), se

> mx; < mo
i€R

induz faceta de STAB(G — v), entao

> mixi + moz, < T
i€ER

induz faceta de STAB(G)

Exemplo 5.5. Seja G o grafo da Figura 5.3(c). A desigualdade 37_, x; < 2 induz faceta de
STAB(G — {6}). Note também que {1,...,5} C N(6). Pelo Corolario 5.4, concluimos que
S22 w; + 2w < 2 induz faceta de STAB(G).

Corolario 5.6. Se vy,vy € V' sao tais que N[vi] = Nva], € se

> M+ T Ty, < T
iEV\{’Ul,Ug}

induz faceta de STAB(G — vy), entdo

Z L + Ty (xvl + xvz) < o
iGV\{vl,Ug}

induz faceta de STAB(G).
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Exemplo 5.7. Seja G o grafo da Figura 5.3(d). A desigualdade °_, 2; < 2 induz faceta de
STAB(G — {6,7}). Note que N[6] = N[5] e N[7] = N[2]. Aplicando duas vezes o Corolario
5.6, concluimos que Y0, #; + 6 + 27 < 2 induz faceta de STAB(G).

Quando interceptamos STAB(G) com um hiperplano {x : z, = 1}, onde v € V', também

obtemos uma face afim-isomorfica ao politopo de conjunto independente de um outro grafo.

Proposicao 5.8. Para todov € V,
STAB(G — N[v]) 2 F :={x € STAB(G) : z, = 1}

Demonstragio. Como STAB(G —v) e F possuem vértices inteiros, é suficiente descrever duas
tranformagoes afins que definam uma bijecao entre os pontos inteiros destes politopos.

(—) Seja x € STAB(G — N[v]) nBY\VI Para todo i € V, faca

1 sei=w
Zi:=40 seie N(v),

z;  caso contrario.

Vamos provar que Z € F'NBY. Claramente, € BY. Além disso, Z, = 1. Resta provar que
T, + Zs < 1, para toda aresta {r,s} de G. Seja {r,s} € E(G). Se r = v, entdo s € N(v).
Temos z, + s = 1 + 0 < 1. Suponha r,;s # v. Se r € N(v), entdo z, + s = Ts < 1. Se
r,s ¢ N(v), entao {r,s} € E(G — N[v]). Logo, Z, + Zs = z, + x5 < 1. Em todos os casos,
Z, +z, < 1. Concluimos que z € F NBY.

(<) Seja z € FNBY. Faga z, := Z,, para todo v € V \ N[v]. Vamos provar que
z € STAB(G — N[v]) N B"\VP. Claramente, € BV\VI’l. Resta provar que x, + z, < 1,
para toda aresta {r,s} de G — N[v]. Seja {r,s} € E(G — N|v]). Como {r, s} € E(G), temos
T, + s = T, + Ts < 1. Concluimos que, x € STAB(G — N[v]) N BV VP, O

Estas faces nao dao origem a nenhum procedimento de geragao de facetas interessante, mas
mostram, por exemplo, que o problema resolvido para calcular o coeficiente 7, no Teorema

5.2 é equivalente ao problema do maior conjunto independente ponderado. Utilizando as
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Proposicoes 5.1 e 5.8, também podemos relacionar os vértices isolados de G com alguns eixos

de simetria de STAB(G).

Corolario 5.9. Sewv € V é um vértice isolado, entao

{z € STAB(G) : z, = 0} = {z € STAB(G) : z, = 1}.

5.2 Subgrafos induzidos k-partidos

Na Se¢ao 5.1, mostramos que certas faces de STAB(G) sao afim-isomoérficas a politopos de
conjunto independente de grafos mais simples do que G. Aquelas, porém, nao sao as Unicas
faces de STAB(G) que possuem esta propriedade.

Nesta secao, apresentamos uma outra classe de faces de STAB(G) que também sao afim-
isomorficas a politopos de conjunto independente de grafos mais simples, obtidos a partir de
G através da contracao das particoes de certos grafos induzidos k-partidos. Esta classe de
faces da origem a um novo procedimento de geracao de facetas que unifica e generaliza varios
procedimentos descritos na literatura.

Primeiro, introduzimos uma nova classe de hipergrafos, que chamamos de hiperdrvores
fortes, e estudamos algumas de suas propriedades. Em seguida apresentamos a classe de

faces e o procedimento de geragao de facetas.

5.2.1 Hiperarvores fortes

Seja H = (V,€) um hipergrafo. Dizemos que duas hiperarestas de H sao fortemente
adjacentes se ambas possuem a mesma cardinalidade k£ e exatamente £ — 1 vértices em

comum. O hipergrafo H é uma hiperarvore forte se
(i) €={V}; ou
(ii) Existe uma folha v € V incidente a uma hiperaresta e € € tal que (V' \ {v},€ \ {e})

¢ uma hiperarvore forte e e é fortemente adjacente a alguma outra hiperaresta de H.

Um hipercaminho forte é uma hiperarvore forte que possui exatamente duas folhas. Di-

zemos que o hipercaminho conecta as duas folhas. Uma sub-hiperarvore forte ¢ um sub-
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L A BT

a) Hiperarvore forte 3-uniforme. Hiperarvore ) N&o é hiperar- Nao é hipe-
forte 2-uniforme. vore forte. rarvore forte.

Figura 5.4: Exemplos e nao-exemplos de hiperarvores fortes.

hipergrafo que é uma hiperarvore forte. A Figura 5.4 mostra alguns exemplos e ndo-exemplos

de hiperarvores fortes (hiperarestas estao representadas como cliques maximais).

Observacao 5.10. Para hipergrafos 2-uniformes nao triviais, os conceitos aqui introduzidos

sao equivalentes aos conceitos usuais de adjacéncia, arvore e caminho.

A seguir, enunciamos algumas propriedades sobre hiperarvores fortes que serao tteis na
subsecao seguinte. Perceba que, diferente de outras hiperarvores, as hiperarvores fortes sao

muito semelhantes a arvores convencionais.
Proposicao 5.11. Toda hiperarvore forte é um hipergrafo uniforme.

Demonstragao. Por indugdo estrutural. Seja H = (V, ) uma hiperarvore forte. Se & = {V'},
a proposi¢ao vale. Se nao, existem v,e tais como descritos no Item (ii) da definigdo de
hiperarvores fortes. Por hip6tese de indugao, todas as hiperarestas £ \ {e} possuem a mesma
cardinalidade, digamos k. Como e é fortemente adjacente a uma destas hiperarestas, ela

também possui cardinalidade k. O

Proposicao 5.12. Toda hiperdrvore forte k-uniforme com n vértices possui exatamente n —

k + 1 hiperarestas.

Demonstragao. Por inducao estrutural. Seja H = (V,€) uma hiperarvore forte k-uniforme.
Se &€ = {V}, entdo n = k, e a proposigao vale. Se nao, existem v, e tais como descritos no
Item (ii) da definicdo de hiperarvores fortes. Por hipdtese de indugao, (V' \ {v}, €\ {e}) é
uma hiperarvore forte k-uniforme, e portanto |€\ {e}| = |V \ {v}| — k+ 1, o que implica em

€l =|V| -k + 1. ]
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Proposicao 5.13. A matriz de incidéncia de uma hiperdrvore forte tem posto cheio |E].

Demonstragao. Por inducao estrutural. Seja ‘H = (V,€) uma hiperarvore forte k-uniforme.
Se & = {V'}, a matriz de incidéncia H possui uma tnica coluna nao nula, e portanto a propo-
sicao vale. Se ndo, existem v, e tais como descritos no Item (ii) da defini¢do de hiperarvores

fortes. A matriz de incidéncia de H tem a forma

onde M ¢é a matriz de adjacéncia de (V' \ {v}, &\ {e}) e M, é vetor de incidéncia de e\ {v}.

Por hipdtese de indugao, M tem posto cheio. Logo, My também tem posto cheio. O

Proposicao 5.14. Toda hiperarvore forte que possui pelo menos dois vértices possui pelo

menos duas folhas.

Demonstragao. Por indugao estrutural. Seja H = (V,£) uma hiperarvore forte. Se £ = {V'},
todos os vértices de H sao folhas, e a proposicao vale. Se nao, existem v, e tais como descritos
no Item (ii) da definigdo de hiperarvores fortes. Além disso, H — v possui pelo menos dois
vértices. Logo, por hipétese de indugao, ‘H — v possui pelo menos duas folhas uy, us. Se uy e
uy forem adjacentes em H — v, entdo H — v possui exatamente uma hiperaresta, e H possui
exatamente duas folhas. Se uy e us nao forem adjacentes em H — v, entdo e nao contém uq,

sem perda de generalidade; os vértices v e u; sao, portanto, folhas de H. O

Proposicao 5.15. Em uma hiperdrvore forte, existe um hipercaminho forte entre cada par

de vértices nao adjacentes.

Demonstragao. Por indugao na quantidade de hiperarestas. Seja H = (V, ) uma hiperarvore
forte. Se £ for um conjunto unitario, todo par de vértices é adjacente, e a proposicao é valida
por vacuidade. Suponha que £ nao seja um conjunto unitario, e tome dois vértices nao
adjacentes v, vo. Temos dois casos possiveis:

(Caso 1) Se vy nao for uma folha, entdo, pela Proposi¢ao 5.14, existe um folha v em H

tal que u # v;. Além disso, H — u é uma hiperarvore forte com menos hiperarestas que H, e
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(a) Grafo original G, com a hi- (b) Grafo modificado G’
perarvore forte T' em destaque.

Figura 5.5: Aplicagdo do Teorema 5.20.

existe em H — u, por hipotese de indugao, um hipercaminho forte que conecta v; e vy. Este
hipercaminho forte pertence a H.

(Caso 2) Se v; e vy forem ambos folhas, ou existe uma terceira folha u, e podemos aplicar
raciocinio semelhante ao anterior; ou nao existe uma terceira folha, e H é, por definicdo, um

hipercaminho forte que conecta v, e vs. O

5.2.2 Caso geral

Descrevemos agora uma outra classe de faces que sao afim-isomoérficas a politopos do conjunto
independente de grafos mais simples do que G, e o procedimento de geracao de facetas ao
qual esta classe d& origem.

Ao longo desta subsegdo, sejam G = (V, E) um grafo simples, e T = (Vp, Q) uma sub-
hiperarvore forte k-uniforme de C(G), o hipergrafo-clique de G. Suponha que G|[Vr| seja
um subgrafo k-partido, e seja Vi,...,V, uma k-particio de G[Vr|. Suponha também que
nenhum v € Vy := V' \ Vp possua vizinhos em todas as classes Vi,...,V;. Nesta subsecao,

demonstramos que, sob certas condigoes, a face

Fr:={x € STAB(G) : z¢ = 1,VQ € Qr},

onde T = Y, Ty, ¢ afim-isomorfica ao politopo de conjunto independente do grafo G' =
(V') E’), obtido a partir de G através da remocao dos vértices de Vj, e da identificacao de

cada conjunto V; em um vértice v; € V;, para todo i € {1,..., k — 1}.
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Exemplo 5.16. Seja G o grafo da Figura 5.5(a), e seja T" a hiperarvore forte com hiperarestas

{{1,2,3},{1,3,4},{1,4,5}}. Note que G[Vr| é um grafo 3-partido, com classes

‘/1 = {274}7
Vo = {3’5}7
V= {1},

Nesta subsecao, mostramos que a face

T1+axo+a3=1

Fr = ZL‘GSTAB(G) rT1+rs+ays=1
ZE1+QZ’4+ZE5:1

¢ afim-isomorfica a STAB(G'), o politopo associado ao grafo da Figura 5.5(b).

Para demonstrarmos esse resultado, utilizamos um lema auxiliar. Ele diz que, quando
adicionamos as restricoes zg = 1 a STAB(G), cada conjunto Vi, ...,V se comporta como
um tunico vértice: se escolhermos um vértice de um dos conjuntos Vi, ..., Vs, precisamos
escolher todos os demais vértices deste mesmo conjunto; se nao escolhermos um vértice de

um conjunto, também nao podemos escolher nenhum outro vértice deste mesmo conjunto.
Lema 5.17. Se x € Fr entio z, = x,, Yu,v € V;, Vi € {1,...,k}.

Demonstracao. Existe um hipercaminho forte @i,...,Q, em T que conecta u,v. Vamos
demonstrar por inducao em p que z, = x,. Se p = 2, entao xg, — g, = Ty — T, = 0. Se
p > 2 entao existe w € V; N Qy tal que w # u,v. Como Q1,2 é um hipercaminho forte
de tamanho 2 que conecta u,w, temos x, = T,. Seja s = max{j : w € Q;}. Sabemos que
Qs, - .., Qp ¢ um hipercaminho forte com menos que p hiperarestas que conecta dois vértices

de V;. Por hipétese de inducao, z,, = x,. Logo, x, = x,. O
Proposicao 5.18. Se nenhum v € Vi possui vizinhos em Vi, entio Fr = STAB(G').

Demonstragio. Como STAB(G’) e Fr possuem vértices inteiros, é suficiente descrever duas

tranformacoes afins que definam uma bijecao entre os pontos inteiros destes politopos.
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(—) Seja x € STAB(G") NBY’. Para cada u € V, faca

Ty, se u € V)

Ty = T, seueV,ied{l,... . k—1}

(3

1-— Zf;ll Ty, seu €V

Vamos demonstrar que z € Fr NBY. E ficil ver que z, € B, para todo v € V \ Vk. Como
{vi,..., 51} é uma clique em G’ entdo ¥F ! z,, € {0,1}. Logo 7, € B, para todo u € V.
Concluimos que Z € BY. Resta provar que T = 1, para todo Q € Qr, e que T, + 5 < 1,
para toda aresta {r, s} de G. Seja Q) € Qr. Como () contém exatamente um vértice de cada

Vi,..., Vi, temos
k-1 k-1
Tg = vai + (1 - vaz> = 1.
i=1 i=1
Tome {r,s} € E. Suponha que r € V. Se s € V;, entao {r,s} € E', e temos &, + T, =
z, + x5 < 1. Se ndo, entdo s € V;, para algum ¢ € {1,...,k — 1}, pois r ndo possui vizinhos

em Vj. Além disso, {r,v;} € E'. Temos &, + Zs = , + x,, < 1. Suponha agora que r, s ¢ Vj.

Se r € Vi, entao s € V;, para algum j € {1,...,k — 1}, e temos

k—1 k—1
T, + x5 = 1—Zwvi+xfuj =1- vai <1.
=1 i=
' i#]
Se r,s ¢ Vi, entao r € V;,s € V;, para 4, j distintos pertencentes a {1,...,k—1}. Como

{vi,v;} € F', temos &, + Ts = x,, + Ty, < 1. Em todos os casos, T, + T, < 1. Concluimos

que T € FrNBY.

(<) Seja ¥ € Fp NBY. Faga z, := T,, para cada v € V'. Vamos provar que x €
STAB(G') N BY'. Claramente, z € BY'. Resta provar que z, + z, < 1, para toda aresta
{r,s} de G'. Seja {r,s} € E’. Suponha que r € V. Se s € Vp, entao {r,s} € E, e
temos z, + s = T, + T, < 1. Se ndo, entdo s = wv;, para algum ¢ € {1,... . k—1}.
Além disso, existe 2 € V; tal que {r,i} € E. Pelo Lema 5.17, temos Z,, = z;. Logo,
T, +xs = T, + Ty, = T, + ; < 1. Suponha agora que r, s ¢ V;. Entéo r = v;, s = vj, para i, j

distintos pertencentes a {1,...,k — 1}. Além disso, existem i € V;,] € V; tais que {1,7} € E.
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Logo, x, + x5 = Ty, + Ty, = T; + T; < 1. Em todos os casos, z, + x, < 1. Concluimos que

r € STAB(G') NBY". O

Para convertermos sequencialmente facetas de STAB(G') em facetas de STAB(G), preci-

samos de um lema sobre a dimensao de Fr.
Lema 5.19. Fr tem dimensdo |V|— |Qr|.

Demonstragio. Pela Proposicao 5.13, a matriz de incidéncia de T tem posto |Qr|. Logo,
dim(Fr) < |V]|—|Qr|. Tomei € {1,...,k} e seja z* o vetor de incidéncia de V;. Claramente,
r'* € STAB(G). Vamos demonstrar que :CZQ = 1, para todo (Q € Q. Suponha que exista () tal
que x’Q = 0. Pelo principio da casa dos pombos, dois vértices de ) pertencem a alguma outra
classe V;, mas isso contradiz o fato de que V; é um conjunto independente. Logo z' € Fr.

Tome v € V. Existe ¢ € {1,...,k} tal que v ndo possui vizinhos em V;. Seja y* = 2' +e,. E

facil ver que y* € Fr. Os pontos {z'}% | U {y"},cy;, sdo afim independentes. Isto demonstra

que dim(Fr) > |Vo| + k — 1 = |V| — | Q7. O
Teorema 5.20. Suponha que nenhum v € Vi possua vizinhos em V. Seja Qq,...,Q, uma
ordenagdo de Qr tal que, para todo s < r, o hipergrafo induzido por Q, ..., Q, também seja

uma hiperarvore forte. Se

k—1
D vV Ty + 251 Ty Ty, < o

induz faceta de STAB(G'), entao

k—1
ZvEVO TyToy + D i—q T To; T 2521 O‘z‘(in - 1) < 7

induz faceta de STAB(G), onde, para todo t € {1,... 1},

p = max {ZveVo Ty + Zf;ll Ty Lo; + f;i ai(in — 1) X € Pt} — T

rQ, =0
P, := Sz € STAB(G):
g, =1, parai=t+1,...,r
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Demonstragio. Para cada t € {0,...,r}, seja
F, = { €STAB(G):xq, =1, parai=t+1,...,r},
ft(x) = ZUEV() TyLy + Zi?;ll T Loy + le?:l Q; ($Qi - 1)'

Vamos demonstrar, por indugdo em t, que f;(z) < m induz faceta de F;. Pela Proposigao
5.18, Fy = STAB(G’). Por esse isomorfismo afim e pela Proposicao 3.8, fo(z) < my induz
faceta de Fy. Tome t € {1,...,7r}. Pelo Lema 5.19, dim(F;_;) = dim(F;) — 1, e como
Fi oy ={x € F, : zg, = 1}, sabemos que zg, < 1 induz faceta de F;. Por hipétese de indugao,

fi—1(x) < mo induz faceta de F;_;. Pelo Corolério 4.33, a desigualdade
(fio1(@) = mo) — (g, —1) <0
induz faceta de F}, onde

ay = min{ft_l(@_ﬁO cx € vert(F), zg, < 1}
T, — 1

= min {ft—1($)—7To cx € vert(Fy), g, = 0}
T, — 1

:min{ft_l(x)_ﬂo cx € Fy g, :0}
IQt—l

=71 —max{ fi_1(x) : v € F},xg, = 0}

= —O{t
Em particular,
fr<x> = ZveVO TyLy + Zf:_ll Toi T, T iy O‘i(in - 1) < o

induz faceta de F, = STAB(G). O
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Exemplo 5.16 (continuagdo) Como G’ é uma clique,

8
=4

induz faceta de STAB(G'). Sejam ¢ = {1,2,3},Q> = {1,3,4},Q3 = {1,4,5}. Pelo

Teorema 5.20, a desigualdade

8
Zl‘i—l-oq(ml—i-l‘g—l-mg—1)—|—C¥2(£L‘1+$3+l‘4—1)+043($1+£L‘4—|—$5—1)Sl
i=4

induz faceta de STAB(G), onde

x € STAB(G),
8 1+ 29 + 23 =0,
1 = max Zmi—lz ! ? ’ =1,
i=4 1+ 23+ x4 =1,
1 +xs+a5=1

x € STAB(G),
vy = max Zazi—Q: Ty +r3+as=0 p =1,

T1+xs+a5=1

8 x € STAB(G),
(v = Mmax 2x1+x2—|—2x3+2x4+2xi—3: = 0.
i=5 T+ x4 +25=0

Logo, a desigualdade
8

2%‘1+$2+2$3+2$4+Z$i §3
1=5

induz faceta de STAB(G).

Exemplo 5.21. O Teorema 5.20 pode ser utilizado para encontrar facetas associadas a an-
tiwebs e outros grafos semelhantes. Considere a (10, 3)-antiweb representada na Figura 5.6(a).
Quando escolhemos a sub-hiperarvore forte destacada e aplicamos a transformacgao descrita
nesta subse¢ao, obtemos a (7,3)-antiweb da Figura 5.6(b). Repetindo esse procedimento,
obtemos uma (4, 3)-antiweb da Figura 5.6(c), que é uma clique. Aplicando repetidamente

o Teorema 5.20, transformamos a desigualdade de clique Y7 , z; < 1, na desigualdade de
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(a) (10, 3)-antiweb (b) (7,3)-antiweb (c) (4,3)-antiweb

Figura 5.6: Aplicagdo do Teorema 5.20 a antiwebs.

antiweb 1%, z; < 3.

5.3 Subgrafos induzidos bipartidos

Nesta se¢ao, consideramos o caso particular do procedimento descrito na Se¢ao 5.2 quando o
subgrafo induzido escolhido é bipartido. Primeiro, consideramos grafos bipartidos quaisquer,
incluindo as estrelas. Em seguida, consideramos apenas estrelas cuja ordem de escolha das

arestas nao altera a desigualdade resultante.

5.3.1 Bipartidos quaisquer

Ao longo desta subse¢ao, sejam G = (V, E') um grafo simples e T' = (V, Er) uma sub-arvore
de G. Suponha que G[Vr] seja um subgrafo bipartido, e seja V;, V3 a biparticao de G[Vr].
Suponha também que nenhum vértice v € Vy := V' \ Vp possua vizinhos em ambos V; e V5.

Sob certas condigoes, a face
Fr:={x € STAB(G) : z. = 1,Ve € Er},

onde Ty} = Ty, + T,, ¢ afim-isomorfica ao politopo de conjunto independente do grafo G
obtido a partir de G através da remocao dos vértices de V5 e da identificagao do conjunto V;
em um vértice v; € V.

Os resultados seguintes sao consequéncia direta da Proposicao 5.18 e do Teorema 5.20,

para o caso particular onde 7" é uma subarvore de G.
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(a) Grafo original G, com a hiperér- ) Grafo modificado G’
vore forte T" em destaque.

Figura 5.7: Aplicagdo do Teorema 5.23 a estrelas.

~Y

Proposicao 5.22. Se nenhum v € Vjy possui vizinhos em Vs, entdo STAB(G') = Fr.

Teorema 5.23. Suponha que nenhum v € Vjy possua vizinhos em V,. Seja ey, ..., e, uma
ordenagdo de Er tal que o subgrafo induzido por eq,...,es, para todo s < r, também é uma
drvore. Se

Z TyZy + Wlevl S o
veVY

induz faceta de STAB(G"), entdo

Z Ty + Ty Ty + Zai(xei —1) <m

veV) =1

induz faceta de STAB(G), onde

t—
o = max{zvevo ToTy + Ty, Ty, + it (@, — 1) 1 € Pt} — o,

ZTe, =0
P, = Sz e STAB(G):
Te, =1, parat=t+1,...,r

7

Exemplo 5.24. Este exemplo, proveniente de [22], mostra que o Teorema 5.23 gera facetas
de STAB(G) que o Teorema 3.6 (substituigao de vértice por garra) de [22] ndo é capaz de
gerar. Seja G o grafo da Figura 5.7(a), e seja T a arvore em destaque. Como o grafo G’,

ilustrado na Figura 5.7(b), é uma wheel, sabemos que

11
3$4+2Ii <3

1=5
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induz faceta de STAB(G’). Sejam e; = {1,2},e2 = {1,3},e3 = {1,4}. Pelo Teorema 5.23, a
desigualdade
11
3x4+2xi+a1(x1 +xo—1)+ag(x; +23—1)+ag(zy +24—1) <3

1=5

induz faceta de STAB(G), onde

x € STAB(G),
11 1+ 29 =0,
1 = max 3$4+in—3: ! ? =1,
i=5 1+ 23 =1,
.T1+l'4:1

4 x € STAB(G),
iy = max x1+$2+3$4+2xi—4: x1 + a3 =0, =2,
i=5
IL‘1+JZ4:1
1 x € STAB(G),
(3 = max 3x1+x2+2m3+2x4+3x4+2x2~—6: = —1.
i=5 r1+24=0

Logo, a desigualdade
11

2ZE1+I2+2I3—|—2{E4—|—ZZL‘Z‘ §5
1=5

induz faceta de STAB(G). Com diferentes ordenagdes de Er, obtemos outras desigualdades,

11

2{L‘1+2{L‘2+l’3+2$4+21‘i < 5
=5
11

2x1+2x2+2x3+x4+2$i < 5
i=5

que também definem facetas de STAB(G).

Observacao 5.25. Também podemos calcular os coeficientes «; simultaneamente, com o

procedimento descrito na Subsec¢ao 4.2.2, como ilustramos a seguir.
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Exemplo 5.24 (continuagao) Seja F':= {x € STAB(G) : Cx = d}, onde

11000 ...0 ]
10100 ..0 1
C = d=11.
10010 ..0 1
000 31 1] 3

Sabemos que F' ¢ uma face de STAB(G) com dimensao |V| — 4. As desigualdades

1 2 -1 1 0
21 -1 1 0
r <
2 2 =2 1 0
3 3 =3 2] 0]

definem facetas do cone Pg 4 := cone{Cx —d : x € STAB(G)}. Logo, as desigualdades

01 22 1 1 5
2 212 1 1 5

T <
2 2 21 1 1 5
3333 2 2] 9

induzem facetas de STAB(G).

H.3.2 HEstrelas

Consideramos agora apenas aquelas estrelas cuja ordem de escolha das arestas nao altera a
desigualdade resultante.

Ao longo desta subsecao, sejam G = (V, E) um grafo simples e T' = (V, E7) € G uma
estrela induzida com vértice central v e demais vértices vy, ..., v,. Suponha que u nao possua
vizinhos em H := V' \ V. Seja G’ o grafo obtido a partir de G através da remogao do vértice

u e da identificagao dos vértices vy, . . ., v, no vértice v1. Suponha também que a desigualdade

Z ThXh + Ty Loy S o
heH
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induza faceta de STAB(G’), e faga, para todo R C {1,...,p},

z, = 0
Qr = T € STAB(G) Xy, = 0, Vie R )
x,, = 1, Vie{l,....p}\ R

2

Mp = max{thxh:xEQR}.

heH

Para simplificar a notagao, utilizaremos as seguintes abreviacoes

(i) Qur = Qur,

(i) Q... = Qqr,..r}, Para todo {ry,...,r.} C{1,...,p},
(iii) M., = My, ,..ry, para todo {ry,..., 7} C{1,...,p},
(iv) N;: NG(vl) N H, para todo i € {1,...,p}.

Teorema 5.26. Se, para todo R C {1,...,p},

> M; — Mg >|R —1|(mo — m,)
icR

entdo a desigualdade

p
S man + > (M + 7, — ) (T + @y, — 1) — (T, Ty — Ty) < 7o (5.2)
heH i=1

induz faceta de STAB(G).

Demonstragao. Podemos reescrever (5.2) como

> Tpxh 4 Moy Ty + (M1 — o) (@0 + Ty, — 1) + D> (M + 7y, — o) (T + @0, — 1) < o
heH i=2
Assim, é suficiente demonstrar que, para todo i € {1,...,p},
M, — 7 set1=1

o =
M, +m, —m sei€{2,...,p}
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quando aplicamos o Teorema 5.23. Vamos provar esta identidade por indugdo em t. Quando

t =1, temos

(1 = max { D TREp A Ty Ty, T € Pl} — o
heH

:max{z ThTp + Ty Ty, = T E Q1} — o

heH

= max Zﬁhxh:xGQl — T
heH

:Ml—ﬂ'o.

Tome t € {2,...,p}, e suponha que a identidade vale para todo i € {1,...,t —1}. Temos

o = max Z ThTh + Moy Ty, + (My — mo)(Ty + T, — 1)+
heH
t—1
Z(MZ + Ty, — ) (Ty + 2, — 1) € Py — 7
i=2

t—1
= max Z ThTh + Z(Ml + Ty, — o) (Ty + Xy, — 1)+

heH i=1
— Ty Ty + Ty, 1T € Pt} —

t—1
= max { Z ThTh + Z(MZ + 7y, — ) (Ty, — 1) 1 € Pt} + Ty, — To

heH i=1

= max { max { Z ThTh + Z(MZ + 7Ty, — o) (Ty, — 1) 1 € QLR} :

heH 1€ER

Rg{l,...,t—l}}erl—wo

=max { max { Z TRTy @ T € Qth} — Z(Mz + Ty, — 7o) :

heH i€ER
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R C {1,...,15—1}}—4—7rqu — T

:max{MtR—ZMi— |R|(my, —m0) : R C {1,...,1&—1}} + Ty, — Mo
i€R

:Mt + Ty, — TQ- D
Observagao 5.27. O Teorema 2 (subdivisao de estrela) de [8] é consequéncia do Teorema

3.11 de [22], que é, por sua vez, o Teorema 5.26 com a premissa adicional de que os conjuntos

N; sdo unitarios e disjuntos.
Estudamos agora alguns casos particulares do Teorema 5.26.

Corolario 5.28 ([22], Teorema 3.1). Se
(i) p=2,
(ZZ) M1 +M2 2 27T0 — 7Tv17

entao a desiqualdade

2
Z ThTh + Z(Mz + Moy — 70) (T + Ty — 1) — (T, 20 — Ty < o
heH i=1

induz faceta de STAB(G).

Observagao 5.29. A Proposicao 2 de [43] pode ser obtida a partir do Coroléario 5.28 (ver
Corolario 3.2 de [22]).

Corolario 5.30 ([22], Teorema 3.6, Parte 1). Se
() p=3,
(i) My + My — My o > o — Ty,
(idi) My + Mz — My 3 > 7o — 7y,
(iv) My + Mz — M3 > To — Ty,
(v) My + My + Mz > 3w — 27,

entdo a desigualdade

3
Z ThTh + Z(Mz + Ty — WU)(ZEU + Ty, — 1) - (ﬂ-leu - 7.‘-111) < o
heH =1
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induz faceta de STAB(G).

Quando M; = mg, para todo i € {1,...,p}, as condigdes do Teorema 5.26 sdo automati-

camente satisfeitas, como mostra o corolario seguinte.

Corolario 5.31 ([21], Teorema 1). Se M; = mg, para todoi € {1,...,p}, entao a desiqualdade

p
> man 4 (p— 1) @y + T, (Z xm) <mo+ (p—1)my,
heH i=1

induz faceta de STAB(G).

Corolario 5.32 ([43], Proposicao 3). Se
(i) p=2,
(ii) My = My = m,

entdo a desigualdade

Z ThTh + Ty (Iu + Loy + :L‘vg) < T+ Ty
heH

induz faceta de STAB(G).
Observacgao 5.33. O enunciado original da Proposigao 3 de [43] contém a premissa adicional
de que N; sao disjuntos.

Quando UJ?_; N; = H, temos necessariamente m, = m. Podemos entdo obter versoes
alternativas dos corolarios anteriores se adicionarmos a eles esta premissa e substituirmos m,,

por my nas desigualdades, como ilustra o corolario seguinte.
Corolario 5.34 ([22], Corolario 3.9, Parte 1). Se

(i) Uiy Ny = H,

(ii) M; = mo, para todo i € {1,...,p},
entdo a desigualdade

p
Z Ty + (p — D) mozy + mo (Z xv1> < pmo

heH i=1

induz faceta de STAB(G).
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Corolario 5.35 ([22], Corolario 3.9, Parte 2). Se
(i) U N, = H,
(i) N; sao cliques disjuntas,

entdo a desigualdade

p p p
Z ThTh + (Z m; — 7T0> Ty + Zmixvi < Zmz
i=1 i=1 i=1

heH
induz faceta de STAB(G), onde m; = max{m, : v € N;}, parai=1,...,p

Observagao 5.36. A Proposicao 1 de [43] pode ser obtida aplicando-se o Corolério 5.4 e,
em seguida, o Corolario 5.35. O Teorema 2.3 de [17] também pode ser obtido a partir do

Corolério 5.35 (ver [22]).



6 POLITOPO DE SUBGRAFO INDUZIDO k-

PARTIDO

O problema do maior subgrafo induzido k-partido consiste em encontrar k£ conjuntos
independentes de um grafo de entrada cuja uniao tenha cardinalidade maxima. Este problema
generaliza tanto o problema do maior conjunto independente, que estudamos no Capitulo 5,
quanto o problema do maior subgrafo induzido bipartido.

O problema do maior subgrafo induzido bipartido, denotado por BISP, modela problemas
que surgem no projeto de circuitos integrados [18, 23], e também problemas de Biologia
Computacional que surgem na reconstrucao de pares de haplétipos a partir de dados que
contém erros [32, 24]. Embora seja NP-dificil para grafos em geral, BISP pode ser resolvido
em tempo polinomial para grafos série-paralelos [7] e grafos planares cujo grau méaximo é trés
[18]. Fouilhoux & Barahona [23] propoem uma formulagao linear inteira para esse problema
que utiliza uma quantidade exponencial de restrigoes, e estudam o politopo associado a
esta formulagdo. Este politopo é um caso particular do politopo dos subgrafos induzidos
balanceados, estudado por Barahona & Mahjoub [6, 7].

O problema do subgrafo induzido k-partido também é, naturalmente, NP-dificil, mas
pode ser resolvido em tempo polinomial para a classe de grafos i-triangulados [1]. Campélo
& Corréa [14] propoem uma formulagao linear inteira para esse problema que utiliza uma
quantidade polinomial de varidveis e restri¢coes. Esta formulagao se baseia na formulacdo por
representantes de cor, proposta inicialmente para o problema de coloragao de vértices [13], e
utilizada, desde entao, para modelar outros problemas relacionados a conjuntos independen-
tes [15, 5].

Neste capitulo, estudamos o politopo do problema do subgrafo induzido k-partido asso-

89
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ciado a formulagao proposta por Campélo & Corréa. Na Secao 6.1, definimos precisamente
esse politopo. Na Secdo 6.2, mostramos que ele possui dimensao plena e identificamos suas
facetas mais simples. Na Secao 6.3, mostramos que diversas de suas faces sao afim-isomoérficas
a outros politopos, e apresentamos os procedimentos de geragao de facetas aos quais estas
faces dao origem. Finalmente, na Secao 6.4, identificamos duas classes de subgrafos que

geram facetas deste politopo.

6.1 Formulacao

Encontrar uma familia de conjuntos independentes de um grafo simples é equivalente a en-
contrar uma familia de cliques do complemento deste grafo. Seja, entdo, D = (V, A) uma
orientacao sem ciclos direcionados deste complemento. Se W C V' é uma clique de D, entao
D[W] possui exatamente uma fonte. Dizemos que esta fonte representa tanto o conjunto
W, como também os demais vértices de W, ou ainda que esta fonte é representante de W
e dos demais vértices de W. A cada familia de cliques {W7, ..., W,}, podemos associar um

vetor (z,y) € BY x B4 definido como:

1, set representa algum Wiy,... W,
Xr; =
0, caso contrario
1, set representa j em algum Wi, ..., W,
Yij =
0, caso contrario

Neste capitulo, estudamos as propriedades do politopo P(D, k), definido como a envoltéria
convexa de todos os vetores (z,y) que estdao associados a alguma familia formada por, no
maximo, k cliques disjuntas de D, onde k > 1. Por conveniéncia, nos referimos a esse politopo

por P quando D, k estao claros pelo contexto, e utilizamos as seguintes abreviagoes:

TR ::Zmr VRCV
reR
YR ::Zyr VRQA

reR
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YRi = Y Yri Vi € V,YR C Np (i)
reR

Yir = Y Yir Vi € V,VR C N} (i)
reR

Observagao 6.1. Utilizar um grafo direcionado sem ciclos, ao invés de um grafo simples,
remove a indecisdo na escolha do representante de cada clique. Assim, somos capazes de
associar cada familia de cliques a exatamente um vetor inteiro de P(D,k), e cada vetor

inteiro de P(D, k) a exatamente uma familia de cliques.

Uma definigdo equivalente para o politopo P(D, k) é a seguinte.

IN

Ty k,
Ty +Ys-w < 1 YoeV

P(D,k) :=conv{ (z,y) € BY x B
T, Yo e V,VS C Nj(v) tal que S é

IN

Yu,8

conjunto independente de D

A primeira restricao garante que no maximo k cliques sejam representadas. O segundo
conjunto de restrigoes garante que cada vértice seja representado por ele mesmo ou por no
maximo um outro vértice, e portanto, que as cliques sejam disjuntas. Estas restricoes também
impedem que vértices representantes sejam representados por outros vértices. Finalmente, o
terceiro conjunto de restrigoes garante que cada vértice representante represente no maximo
um vértice de cada conjunto independente, e também que cada vértice ndo-representante nao

represente nenhum vértice do grafo.

Observacao 6.2. Nao precisamos de todas as restricoes vy, ¢ < z,. Bastam aquelas relativas
a conjuntos independentes de tamanho menor ou igual a dois. Incluimos todas as restri¢oes na
definicao para simplificar as demonstracoes das proposicoes nas se¢oes seguintes. Limitando
o tamanho dos conjuntos independentes, obtemos uma quantidade polinomial de restri¢oes

na formulagao.
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6.2 Propriedades basicas

Estudamos agora algumas propriedades basicas de P. Mostramos que ele tem dimensao plena
e identificamos suas facetas mais simples. Mostramos, em particular, sob que condicoes as

desigualdades da definigdo induzem facetas de P.
Proposicao 6.3. P tem dimensao plena. Ou seja, dim(P) = |V| + |A|.

Demonstragio. Os seguintes |V'| + |A| + 1 pontos pertencem a P e sdo afim independentes:

(O, 014))
(€4, 0)4)) YoeV
(eva ev,u) \V/(U, U) c A ]

Proposigao 6.4. Para todo a € A, a desigualdade y, > 0 induz faceta de P.

Demonstrag¢ao. Como P C RK X Rﬁ, a desigualdade é valida. Além disso, os seguintes

|V| + |A| pontos pertencentes a P sao afim independentes e satisfazem esta desigualdade na

igualdade:
(Ov,01.1)
(€, 0)4) YoeV
(em ev,u) V(Ua U’) € A \ {a’} D

Proposigao 6.5. Para todov € V e todo S C N} (v), a desigualdade y, s < x, induz faceta

de P se e somente se S é um conjunto independente mazimal de D[N (v)].

Demonstragio. Suponha que S seja um conjunto independente maximal de D[Nt (v)]. A
desigualdade

Yu,S S Ty (61)

é valida, pela propria definicio de P. Note que, para todo u € N (v)\ S, existe vértice 4 € S

tal que u, 4 sejam adjacentes. Do contrario, S U {u} seria um conjunto independente, e S
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nao seria maximal. Os seguintes |V'| + |A| pontos pertencentes a P sao afim independentes

e satisfazem a desigualdade (6.1) na igualdade:

(Opv(,014))

(e, eur) vre S
(€v, €pu + €4.4) Yu e Nj(v)\ S
(€u, 0ja)) Vu € V A\ {v}
(€w; €uw) Y(u,w) € A\ AT (v)

Para a reciproca, observe que, se S nao for um conjunto independente, a desigualdade nao
¢ valida, e se S for um conjunto independente, mas nao for maximal, a desigualdade é

dominada. 0

Corolario 6.6. Para todo v € V, a desigualdade x, > 0 induz faceta de P se e somente se

v € um sumidouro de D.

Proposicao 6.7. Se k > 2, entdo, para todo v € V, a desigualdade x, + ya-() < 1 induz
faceta de P.

Demonstracio. A desigualdade é valida, pela propria definicdo de P. Além disso, se k > 2,

os seguintes |V| + |A| pontos pertencentes a P sdo afim independentes e a satisfazem na

igualdade.
(€0, 01.1)
(e, €uu) Vo € N (v)
(eu; €uw) Yu € Np(v)
(ey +ey,0)4) Vu e V\ {v}
(€, + €y, euw) V(u,w) € A\ A(v) O

Corolario 6.8. Se k > 2, entdo, para toda fonte v € V, a desigualdade x, < 1 induz faceta
de P.
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Proposicao 6.9. Se k < |V| — 1, entdo vy < k induz faceta de P. Para D ndao trivial, a

reciproca também ¢ verdadeira.

Demonstracio. A desigualdade é valida, pela propria definicao de P. Suponha, sem perda
de generalidade, que V = {1,...,|V|}. Para todos a,b € N tais que b > a, seja ¢ € B® um

vetor-linha de dimensao b que possua exatamente a componentes 1; e sejam

M} =1, VbeN,b>1
s _
LMy

My = ! Vae N VbeN,b>a>?2
1
0 ]

Note que M é uma matriz binaria b x b com linhas linearmente independentes. Além disso,
cada linha de M possui exatamente a componentes 1. Para todo i € {1,...,|V|}, seja m; a
1-ésima linha da matriz M|'§/|, e seja d; € BY um vetor-linha tal que sua i-ésima componente
e exatamente outras k — 1 componentes valham 1. Os seguintes |V| 4 |A| pontos pertencem

a P, sao afim independentes e satisfazem a desigualdade na igualdade.

(mv70\A|) YoeV
(dva ev,u) V("U, u) cA

Para a reciproca, se D for nao trivial e £ > |V, a desigualdade é dominada por zy+y4 > |V,

obtida pela soma das desigualdades indutoras de faceta x, + ya-,) < 1, Vo € V. O]

6.3 Isomorfismos

Diversas faces de P(D, k) sdo afim-isomoérficas a politopos P(D’, k') associados a grafos D’
mais simples, ou sao afim-isomorficas a politopos de outros problemas bem estudados. Nesta
secdo, identificamos algumas destas faces.

Na Subsecao 6.3.1, mostramos que algumas faces de P sao afim-isomoérficas a politopos

associados a subgrafos induzidos de D, e na Subsec¢ao 6.3.2, mostramos que algumas faces de
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P sao afim-isomérficas a politopos de conjuntos independentes associados a certos grafos.

6.3.1 Subgrafos induzidos

Quando fixamos a variavel de um vértice v em zero, e também as variaveis de todos os arcos
incidentes a este vértice em zero, obtemos uma face isomorfica ao politopo associado ao grafo

D — v, como mostra a proposicao seguinte.

Proposicao 6.10. Para todo v € V,

z, =0,

Yo =0 Vae Av)

P(D—v,k) = F: =< (z,y) € P(D,k) :

Demonstragao. Tome (z,y) € P(D — v, k). Para todo u € V e todo a € A, faga

0, seu=w 0, seac A(v)
Ty 1= Yo 1=
T,, caso contrario; Ya, caso contrario.

Podemos verificar que (z,y) € F. Para a reciproca, tome (z,y) € F. Faga

Ty = Ty Vu e V\ {v}
Ya := Ya Va € A\ A(v)

Podemos verificar que (z,y) € P(D — v, k). As duas transformagoes afins descritas definem
um isomorfismo afim entre os dois conjuntos. O]

Apresentamos a seguir o procedimento de geracao de facetas ao qual esta classe de faces

da origem. Precisamos de um lema sobre a dimensao destas faces.

Lema 6.11. Para todo Vo CV e Ay C A tais que AT (Vy) C Ay,

r, =0 Yvel,
Yo =0 Va € A

F:=<{(z,y) € P:

¢ uma face de P de dimensao |V|+ |A| — [Vo| — | Aol
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Demonstragao. Todas as desigualdades xz, > 0, y, > 0 sao validas. Logo, F' é uma face.

Como F' esté contido em |Vp| + |Ag| hiperplanos linearmente independentes, sabemos que

dim(F) < |V|+ |A| — [Vo| — | Ao|. Além disso, os seguintes |V| + |A| — |Vo| — |Ao| + 1 pontos

sao afim independentes e pertencem a F:

(Ov},04))
(eU,O|A|) VUEV\%
(€y,€pu) V(v,u) € A\ Ao

Logo dim(F) > |V| + |A| + |Vo| + | Aol

Teorema 6.12. Tome v € V. Suponha, sem perda de generalidade, que N (v) = {1,...

e Nf(v)={p+1,...,q}. Se

Z OqYa + Z Buty < mo

a€A\A(v) ueV\v

induz faceta de P(D — v, k), entao

Z QaYa + Z ﬁuxu S o

acA ueV

induz faceta de P(D, k), onde

ZaEA\A(v) 0glYq + ZuEV\v ﬁumu + Zf;} (CORVITRIN

(z,y) € P(D, k),

Qg 1= Ty — MAX Yo =1, vt e {1,..
yi,v:0 ViE{t+1,...,p},
z, =0,

P}

'7p}’
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0, := My — max

Q¢ 1= T — Max

Dac A\A*(v) YaYa T 2uev\v Bulu

(z,y) € P(D,k),
T, =1,

Yui =0 Vie{p+1,...,q}

ZaeA\A"‘(v) QYo + Zuev ﬁuxu + 25;124_1 Ay iYv,i *

(z,y) € P(D,k),
yv,t - ]-)
Ypi = ViE{t+1,...,q}

Demonstracao. Demonstraremos o teorema em trés passos.

(Passo 1) Para cada t € {0,...,p}, sejam

Yio =0 Vie{t+1,...
Fip:={(z,y) € P(D,k): z,=0,
yv,i:O VzE{p—l—l,

t
ft,v(xv y) = Z CaYa + Z ﬁuxu + Z A wYiw
i=1

ac€A\A(v) u€eV\v

Vie{p+1,...

D},

.4}

97

,q} -

Vamos demonstrar, por indugdo em ¢, que f;,(z,y) < m induz faceta de F;,. Pelo iso-

morfismo entre Fy, e P(D — v, k) apresentado na demonstracao da Proposicao 6.10, e pela

Proposicao 3.8, a desigualdade fy,(z,y) < my induz faceta de Fy,. Tome t € {1,...

;DY

Pelo Lema 6.11, dim(F;_;,) = dim(F},) — 1, e como F;_;, = {(z,y) € Fi, : 41, = 0}, entdo

—ytp» < 0 induz faceta de Fy,. Por hipétese de inducdo, fi—1.,(z,y) < mp induz faceta de

F;_1,. Logo, pelo Corolario 4.33, a desigualdade

(fici(z,y) = m0) — a(=yen) <0

induz faceta de F,, onde

Yt

« = min { fir@y) = (z,y) € vert(Fry), =y < O}
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= 7o — max {ft—l(%@/) : (Iay) € Fio, Yo = 1}

= Oty

Concluimos que fi_1.,(%,y) + Yo = fro(x,y) < 7 induz faceta de Fj,.

(Passo 2) Seja

Fv = {({E’y)GP(D,k’) yv,izo VlE{p—i—l,#]} }

fv(xvy) = Z QgYa + Z 6u$u

a€A\A+ (v) ueV

Pelo passo anterior, f,, < m induz faceta de F},,. Pelo Lema 6.11, dim(F},,) = dim(F,) — 1,

e como F,, = {(z,y) € F, : x, = 0}, entdo —x, < 0 induz faceta de F,. Podemos utilizar o

Corolério 4.33 para concluir que f,,(z,y) + By, = fo(x,y) < mp induz faceta de F,.

(Passo 3) Para cada t € {p,...,q}, sejam

Fop = {(x,y)EP(D,kZ): You=0 Vie{t+1,...,¢} }

t—1
for(moy) = DY ot Y Buut D, Qv
a€A\A* (v) uev i=p+1
Vamos demonstrar, por induc¢do em t, que f,.(z,y) < m induz faceta de F, ;. Pelo passo
anterior, f,,(z,y) < my induz faceta de F,,. Tome t € {p+1,...,q}. Pelo Lema 6.11,
dim(F, ;1) = dim(F,;) — 1, e como F,; 1 = {(x,y) € Fys : ypt = 0}, entdo —y,; < 0 induz
faceta de F,;. Por hipdtese de indugao, f,;—1(x,y) < m induz faceta de F, ;1. Podemos
utilizar o Coroléario 4.33 para concluir que fy, ;—1(z,y) + a1yt = for(z,y) < mp induz faceta

de F), ., e em particular, que

fv,q(x’y) = Z QYo + Z BuTy < o

acA ueV

induz faceta de F, , = P(D, k). O
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Figura 6.1: Aplicacao do Teorema 6.12.

Exemplo 6.13. Seja D o grafo da Figura 6.1. Vamos provar na Secao 6.4 que a desigualdade
f(x,y) = =221+ (Y12 + y13 + Y1) + (Y25 + Ya5 + ya5) <2
induz faceta de P(D — {6,7},2). Pelo Teorema 6.12, a desigualdade
f(z,y) + (1ey16 + a26Y26 + Bots) < 2

induz faceta de P(D — {7},2), onde

(z,y) € P(D—{7},2)

=1
a6 :=2—max < f(z,y): JLe =1,

Y26 =0

T = 0
(iL‘,y) € P(D - {7}72)
Qg 1= 2 — max f(m,y) + Y16 © Yo = 1 = 07

1’6:0

P(D—{7},2
B :=2—max ¢ f(z,y) + yi6 : (:L’,y)le ( {7+2) =0
Tg =

Logo, a desigualdade

2w+ (Y12 + 13+ v1a) + (Yo5 Y35+ VYas) +y16 < 2
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induz faceta de P(D — {7},2). Aplicando o Teorema 6.12 novamente, concluimos que

=221+ (Y12 + Y13+ y1a) + (Y25 + Yss + Yas) + Y16+ Y17 < 2

induz faceta de P(D,2). Se invertermos a ordem de remogao dos vértices {6, 7}, obtemos

outra desigualdade,

=221+ (Y12 + 13 +y1a) + (Y25 + Yss + Yas) + 2y17 < 2

que também induz faceta de P(D,2).

Quando fixamos a variavel de um vértice v em 1, e também as variaveis de todas os arcos
incidentes a este vértice em zero, obtemos novamente uma face afim-isomorfica ao politopo

associado a D — v. Neste caso, porém, a quantidade de representantes é k — 1.

Proposicao 6.14. Se k > 2, entdo, para todo v € V,

v =1,
P(D—-v,k—1)2F:=1(x,y) € P(D,k) : !
Ya=0 Vae A(v)

Demonstragio. Tome (z,y) € P(D — v,k —1). Para todo u € V e todo a € A, faca

1, seu=wvw 0, seae€Av)

Ty, Caso contrario; Ya, Caso contrario.

Podemos verificar que (z,y) € F. Para a reciproca, tome (z,y) € F. Faga

xr, = I, paratodoueV\{v},
Yo = Yo paratodoac A\ Av).

Podemos verificar que (z,y) € P(D — v,k — 1). As duas transformacoes afins descritas

definem um isomorfismo afim entre os dois conjuntos. O

Apresentamos agora o procedimento de geracao de facetas associado a estas faces.
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Lema 6.15. Para todo V;, CV e Ay C A tais que A~ (V1) C Ay, se k > |Vi| + 1 entio

T, =1 Yvel,
Yo =0 Va e Ay

F=<(r,y) e P:

¢ uma face de dimensao |V|+ |A| — |Vi| — |Ao| de P.

Demonstragio. Todas as desigualdades z, < 1, y, > 0 sao validas para P. Logo, F' é uma
face. Como F' estd contido em |V;| + |Ag| hiperplanos linearmente independentes, sabemos
que dim(F) < |V| + |A| — [Vi| — |Ao|. Além disso, os seguintes |V| + |A| — |Vi]| — |Ao| + 1

pontos sao afim independentes e pertencem a F':

(eVu 0|A\)a
(ev, +e€,,0p4) paratodove V\V,
(eviufu}, o) para todo (v,u) € A\ Ay.

Logo dim(F) > |V| + |A] + [Vo| + | Aol O

As demonstracgao do teorema seguinte é bastante semelhante a demonstragao do Teorema

6.12, e sera omitida.

Teorema 6.16. Tome v € V. Suponha, sem perda de generalidade, que N (v) = {1,...,p}
e Np(v)={p+1,....q}. Sek>2ce¢

Z 0gYa + Z ﬂuxu < 7o

acA\A(v) ueV\v

induz faceta de P(D — v,k — 1), entdo

Z Yo + Z Buty < o + By

a€A ueV



102 CAPITULO 6. POLITOPO DE SUBGRAFO INDUZIDO K-PARTIDO

Figura 6.2: Aplicagao do Teorema 6.16.

induz faceta de P(D, k), onde

P aeA\A@w) Yala T Suevio BuTu + 2421 Qi :
(z,y) € P(D, k),
Q¢ 1= Tp — Max Yot =1,
Yoi = Vie{t+1,...,p},
T, =1,
Yiw =10 Vie{p,...,q}

0By := —7y + max

oy = Ty + 3, — max

ZaeA\A*(v) 0gYq + ZuGV\v ﬁuxu :

(z,y) € P(D, k),
z, =0,

yi,vzo vze{p77Q}

(z,y) € P(D, k),

yt,v:]-v
Yiv =0 Vie{t+1,...,q}

ZaEA\A—(v) 0gYq + ZuGV 5uxu + Zf;;Jrl Qs vYiw -

vte {l,...,p}

Vie{p+1,...,q}

Exemplo 6.17. Seja D o grafo da Figura 6.2. Vamos provar na Secao 6.4 que a desigualdade

flx,y) = =21+ (x4 + 25+ 26) +2y12 + (Y14 + Y15 + Y16) < 2

induz faceta de P(D — {3},2). Pelo Teorema 6.16, a desigualdade

f(x,y) + Bsz3 + 13013 <2+ 5
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induz faceta de P(D,3), onde
(z,y) € P(D,3)

B := —2+max< f(z,y): x3=0 =1,

y13=10

m323mm{ﬂﬁw+xy(ﬁwépﬂl@}

yi3=1

Logo, a desigualdade
- + (ZL’4 + Ty + ZL’6) + 2y1,2 -+ (y1,4 -+ Y15 + yl,(j) + (.7}3 + 2y1,3) S 3

induz faceta de P(D, 3).

6.3.2 Conjunto independente

Sejam (Vp, V1, V) uma partigdo de V' e (Ag, A—, A;) uma particdo de A. Nesta subsecao,

mostramos que, sob certas condicgoes, existe grafo G tal que a face

T, =0 Vv € Vj,
Ty, =1 Yv €V,
Yo =0 Ya € Ay,

F:=<(x,y) € P(D,k):

Yu,pw = Ty V(’U,, U) € A
seja afim-isomorfica ao politopo do conjunto independente de Gp.

Exemplo 6.18. Seja D o grafo direcionado da Figura 6.3(a). Faga

(Vo, Vi, Vi) == ({3,4},0,{1,2,5})

Ag = {(172)7(3? 5)}7
A_ =10,

Ap = {(173)7 (1’4)7 (175)7 (27 5>’ (274)}'
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Figura 6.3: Exemplo de face afim-isomorfica a STAB.

Nesta subsec¢ao, demonstramos que existe um grafo G tal que

$3:l’4:0
F={(z,y) e P(D,3):

Y12 =1y35 =10
seja afim isomorfico a STAB(G). Este grafo estd ilustrado na Figura 6.3(b).

Seja Ay = {(v,u) € A_ : v € Vi}. Ao longo desta subsecdo, fazemos as seguintes
suposicoes sobre as partigoes (Vo, V1, V1), (Ao, A—, Ap) para garantir que F' nao estd contido
em nenhum hiperplano além daqueles apresentados na definicao de F.

(i) Vil <k,
(ii) Se |[Vi| =k, entao Vo =V \ Vi,
(iii) Se (v,u) € Ay, entdo u € Vg ,
(iv) AT(Vo) UA~(V1) € Ao,
(v) Para todo v € V e para todo par de vértices r,s € N (v), se (r,v) € A; entdo
(s,v) € Ay,
(vi) Para todo v € V e para todo par de vértices nao vizinhos r, s € N}, (v), se (v,r) € A
entdo (v, s) € Ay.
Explicamos brevemente cada suposicao. Pela suposicao (i), nao fixamos mais vértices em 1 do
que o permitido. Pela suposigao (ii), se fixarmos k vértices em 1, também fixamos os demais

vértices em zero. Pela suposicgao (iii), se forcarmos v a representar u, entao também forgamos
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u a nao ser representante. Pela suposigao (iv), arcos que saem de vértices impedidos de serem
representantes, e arcos que chegam a vértices forgados a serem representantes, sao fixados em
zero. Pela suposicao (v), se forgarmos um vértice a representar v, entdo também forgamos
os demais vértices a nao representarem v. Finalmente, pela suposigao (vi), se forgarmos um
vértice v a representar um vértice u quando v for representante, entao também forcamos v a
nunca representar os vértices que nao sao vizinhos de w.

Com estas suposicoes, podemos facilmente calcular a dimensao de F'.
Lema 6.19. F ¢ uma face de P com dimensdo |Vi|+ |AL]|.

Demonstragao. Pela definicao de P, todas as desigualdades x, > 0,2, < 1,9, > 0,9y, <
sao vélidas. Logo, F' é face de P. Como F esta contido em |Vp|+|Vi|+|Ag|+|A=| hiperplanos

linearmente independentes, temos

dim(F) < |V[ +[A] = [Vo| — [VA] = [Ao| — [A=| = [VL| + [AL].

Faca Af(v) := A% (v) N A_, para todo v € V, e considere os pontos

(evp eAl),
(eVI + e, ey + eAJ:r(T)) Vr e Vg,
(eVIU{T}7 €uat(r) T €r,s) V(r,s) € AL

Vamos demonstrar que estes |Vz| 4+ |AL| + 1 pontos afim independentes pertencem a F, e
portanto que dim(F) > |Vi|+ |AL| + 1. Dividimos esta demonstra¢ao em trés partes. Como
é facil verificar que os pontos satisfazem as igualdades que definem F', vamos demonstrar
apenas que eles pertencem a P.
(Parte 1) Seja (x,y) = (ey,,ea,). Temos zy = |Vi| < k. Logo, xy < k. Tome v € V.
Temos dois possiveis casos.
(i) Se v € V4, entdao x, = 1. Como v ¢ V;, nao existe u € N (v) tal que (u,v) € A;.
Logo, ya-@) = 0, € Ya—() + z, < 1. Seja R C Nj(v) tal que R seja um conjunto
independente, e suponha, por contradi¢ao, que existam vértices distintos s,t € R tais

que Yy s = Yo = 1. Sem perda de generalidade, (v,s) € A_. Consequentemente,
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(v,t) € Ao, e ypr = 0, 0 que contradiz nossa suposi¢do. Portanto, y, p < z, = 1.
Concluimos que (z,y) € P.
(ii) Se v ¢ Vi, entao x, = 0. Além disso, ya+n) = 0. Logo, y,r < w,, para todo
R C Nj(v). Suponha, por contradigdo, que existam vértices distintos s,t € Np(v)
tais que ys,, = Y, = 1. Sem perda de generalidade, (s,v) € A;. Consequentemente,
(t,v) € Ao, e Y, = 0, 0 que contradiz nossa suposicao. Portanto, ya-) < 1. Logo,
Ya-(v) + T, < 1. Concluimos que (z,y) € P.
(Parte 2) Seja agora (z,y) = (ev, + €,,€4, +€,+,), onde r € Vi. Se [Vi] = k, entdo
Vi, = 0, e o resultado segue por vacuidade. Suponha |Vi| < k — 1. Temos zy = [Vi| +1 < k.

Logo, zy < k. Seja v € V. Temos dois possiveis casos:

(i) Suponha v € V; ou v = r. Temos um caso semelhante ao caso (i) da Parte 1.

(ii) Suponha v ¢ Vj e v # r. Temos um caso semelhante ao caso (ii) da Parte 1.

(Parte 3) Finalmente, seja (z,y) = (ev;\, + €, €4, + €44,y + €.5), onde (r,s) € Ar. Se
|[Vi| = k, entao r € V. Logo, zy = zy, = |V4]. Se |Vi| <k —1, temos zy < |Vi|+1 < k. Em

ambos os casos, xy < k. Seja v € V. Temos dois casos identicos aos casos da Parte 2. O]

Para mostrar que, sob certas condic¢oes, a face F' é afim-isomorfica ao politopo do conjunto
independente de um grafo, demonstraremos que F' = conv{x : Mx < 1}, onde M é uma

matriz binéria, e utilizaremos o seguinte lema.

Lema 6.20 ([36]). Para todo M € B™*",
conv{z € B" : Mz <1} = STAB(G ),

onde Gy € um grafo simples tal que

V(GM) = {1,...,7},},
a,b € V(Gy),a # b,

E(Gy) =<{a,b}:
Jie{1,...,m} tal que M® = M? = 1.

Demonstragio. Seja C' = conv{z € B" : Mz < 1}. E suficiente demonstrar que z €

STAB(Gy) NB™ se e somente se © € C'NB".
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(=) Seja x € STAB(G ;) NB™. Vamos provar que Mx < 1, e, portanto, que x € C N B".
Para todo ¢ € {1,...,m}, o conjunto de vértices K; := {v € V(Gy) : M} =1} é uma clique
de G, e, portanto, M;xz = 3"k, v < 1. Concluimos que Mz < 1.

(<) Seja x € C NB™. Vamos provar que z, + 2, < 1 para todo {a,b} € E(Gy), e,
portanto, que x € STAB(Gj;) NB". Tome {a,b} € E(Gy). Existe i € {1,...,m} tal que

M = Mib = 1. Concluimos que z, + x, < M;x < 1. O

Proposicao 6.21. Se a desigualdade xy, < 1 € vdlida para I e, para todo v € Vi, temos
At (v) C AgU A_, entao existe Gp tal que F = STAB(GF).

Demonstra¢ao. Como zy, < 1 é desigualdade valida para F', entao

Ty, <1

Ty <

TotYa@w <1 V0EV

Yo,R <z, YveV,VRC Nj(v) tal que
F =conv{ (z,y) € BY x B : R é conjunto independente

xy, =0 Yu e Vp

T, =1 Yv e Vp

Yo =0 Va € Ay

Yup = Ty V(u,v) € A

Vamos mostrar que, para todo v € VUV, as desigualdades v,z < x, sao redundantes.
Seja (z,y) € BY x B4, e suponha que (z,y) satisfaca todas as igualdades da descriciao de F.
Sejam v € Vy U Vg, um vértice, e R C N (v) um conjunto independente. Se v € Vj, entao
AT (v) C Ay. Logo, ypr = 0 < x,. Suponha agora que v € V. Se existe r € R tal que
Yor = 1, entdo (v,7) ¢ Ag. Logo, (v,7) € A_, e (v,s) € Ay, para todo s € R\ {r}. Portanto,

Yu.R = Yvr = T. Concluimos que as desigualdades sao redundantes.

Vamos mostrar agora que a desigualdade zy < k também é redundante. Seja (x,y) €

BY x B4 tal que 7y, < 1, e suponha que (,y) satisfaca todas as igualdades da descri¢do de
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F. Se |V4| =k, entao Vi, = 0. Logo, zy = xy, = k. Se |Vi| < k — 1, temos
zv=ay, +Vi|<zy, +(k—1)=k+ (21, — 1) < k.
A desigualdade, portante, é redundante. Logo,

Tvy, S 1
Ty +Ya-) <1 YoeV
Yv,R <1 VveV,VRC Nj(v) tal que

P (z.y) € BY x B N R é conjunto independente
=conv( (z,y) € X :

T, =0 Yv € V)
T, =1 Yo e Vi
Yo =0 Va € Ay
Yup = Ty V(u,v) € A

Pelo Lema 6.20, existe grafo G’ tal que

vy, S 1

Ty +Ya-@) <1 YoeV
STAB(G') = conv { (z,y) € BY x B4 : vaw
Yu,R <1 VveV,VR C Nj(v) tal que

R ¢é conjunto independente

Concluimos que existe grafo G, obtido a partir de G’ através de remocao e identificacao de

vértices, tal que STAB(Gp) = F.

Exemplo 6.22. Sejam D o grafo da Figura 6.4(a), k = 2. Faca

(Vo, Vi, Vi) := ({2}, {1}, {3,4,5}),
Ao = {(2,3), (4,9)},
A= ={(3,4)},
A= {(1,2),(1,3),(1,4),(1,5)}.
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Figura 6.4: Aplicagdo do Teorema 6.21.

Estas particoes satisfazem todas as suposicoes desta subsecao, e também as suposi¢oes da
Proposigao 6.21. A Figura 6.4(b) mostra o grafo G’, descrito na demonstragao da Proposi¢ao
6.21. Removendo os vértices 1,2,(4,5),(2,3) e identificando o par de vértices ndo vizinhos
3, (3,4), obtemos o grafo G, ilustrado na Figura 6.4(c). O politopo de conjunto independente
deste grafo é afim-isomoérfico a face F'. Podemos, portanto, converter facetas de STAB(GF)

em facetas de P(D,2). As desigualdades de buraco impar

Ty + 5+ L(1,5) + T(1,2) =+ T(1,4) < 2

T3+ T3 +Tas) + T2t Taa <2

induzem facetas de STAB(GF). Utilizando a técnica descrita na Subsecao 4.2.2, obtemos as

seguintes desigualdades que induzem facetas de P(D,2):

Ty +T5+ Y15+ Y12+ Y14 <2

T+ 13+ Yis T yi2tYiatysa <1

Proposicao 6.23. Se a restricao xy < k ¢ redundante na descricio de F', e existe uma

particao (V" Vi) de Vi, tal que

(i) A=(v) C Ay, AT(v) N A= =0, para todo v € V;
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(it) AT (v) C AgU A_, para todo v € V.

entio existe Gp tal que F' = STAB(GF).

Demonstragio. Como a restricao zy < k é redundante, entao

Ty +yA*(y) <1 YoeV

Yo.R <z, YveV,VRC Nj(v) tais que
R é conjunto independente
F =conv{ (r,y) € BY xB: 5, = Yv e V)
Ty = Yv eV,
Yo =0 Va € Ay
Yup = Ty V(u,v) € A=

Pelo mesmo argumento da demonstracao da Proposi¢ao 6.21, quando v € Vo U V', as de-
sigualdades y, rp < , sao redundantes. Além disso, para todo v € V;", a desigualdade

Ty 4+ Ya-() < 1 também ¢é redundante, pois A~ (v) C Ay, e portanto ya-(,y = 0. Logo,

Ty +Ya- <1 YoeV\V],
Yu,R <mz, Yve V[ ,VRC NJ(v) tais que
R é conjunto independente,

Yo, R <1 WweV,VRC Nj(v) tais que
F =conv{ (z,y) € BY x B : R é conjunto independente

Ty = Yo € V)

Ty, =1 Yv eV

Yo =0 Va € Ay

Yup = Ty V(u,v) € A

Note que os termos z,, associadas aos vértices v € V;~ s6 aparecem no segundo grupo de res-
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trigdes. Substituindo estes termos pelos termos 1 — x,,, obtemos um politopo afim-isomoérfico.

Ty +Ya-wy <1 YoeV\VS,
Ty+yer <1 YveV/ VRC Nf(v) tais que
R é conjunto independente,

Yu.R <1 YveV,VRC Nj(v) tais que
F = conv{ (z,y) € BY x BA: R ¢é conjunto independente

z, =0 Vv e V)

Ty =1 Vo e V)

Yo =0 Ya € Ay

Yuo = Ty V(u,v) € A=

Pelo Lema 6.20, existe grafo G’ tal que

Ty +Ya-y <1 YoeV\V/,

T, +yor <1 YveV VRC Nj(v) tais que
STAB(G") = conv { (v,y) € BY x B*: R ¢ conjunto independente,
VYo € Vi,VR C N (v) tais que

IA
—_

Yu,R

R é conjunto independente

Concluimos que existe grafo G, obtido a partir de G’ através de remocao e identificacao de

vértices, tal que STAB(GFp) = F.

Exemplo 6.24. Sejam D o grafo da Figura 6.5(a), k = 3. Faca

(Vo, Vi, Vi) == ({3,4},0,{1,2,5}),
Ag = {(17 2)? (37 5)}7
A =10,

Ap ={(1,3),(1,4),(1,5),(2,4),(2,5)}.

Estas particoes satisfazem todas as suposicoes desta subsecao, e também as suposigoes da
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Figura 6.5: Aplicagao do Teorema 6.23.

Proposigao 6.23. A Figura 6.4(b) mostra o grafo G’, descrito na demonstragao da Proposicao
6.23. Removendo os vértices 3,4, (1,2), (3,5), obtemos o grafo G, ilustrado na Figura 6.4(c).

O politopo de conjunto independente deste grafo é afim-isomoérfico a face F.

Corolario 6.25. Se (Vo, V1) € uma particao de V', e |Vi| < k entao existe grafo Gg tal que
F 2 STAB(G).

Demonstracao. Faca

Vi =0,

Ag = AT (Vo) WA~ (W),
A_ =10,

A = A\ 4.

E facil verificar que as particoes (Vo, Vi, V1) e (Ag, A—, Ap) satisfazem todas as suposicoes
desta subsegao. Além disso, como Vj, é vazio, e como zy = |V;| < k para todo (x,y) € F,

entdo existe, pela Proposi¢ao 6.23, um grafo G tal que F = STAB(Gp). O

6.4 Subgrafos geradores de faceta

Na Subsecao 6.3.1, vimos que subgrafos induzidos de D dao origem a facetas de P. Nesta

se¢do, utilizamos os resultados da Secao 6.3.2 para determinar duas classes de grafos que dao



6.4. SUBGRAFOS GERADORES DE FACETA 113

R

IS
S

Figura 6.6: Classe de grafos que gera facetas de P(D, k).

origem a facetas nao descritas na secao 6.2.

6.4.1 Vértice-clique-vértice

A primeira classe contém grafos formados por dois vértices a, b e por uma clique R, que esta

contida na vizinhanga positiva de a, e na vizinhanga negativa de b. A Figura 6.6 ilustra esta

classe.

Teorema 6.26. Se D = (V, A) é um grafo direcionado tal que
(i) V={a,b} UR, onde R={1,...,q} ea,b¢ R
(1) A={(a,r),(r,b):r € Ry U{(r,7") :r,7" € R,r <71}, onde < € uma ordem de R
(iii) |R| > 2
entdo a desigualdade
(1= @)%a+ Yar + yrp < 1

induz faceta de P(D, k), para todo k > 2.

Demonstracao. Faca

Vo = {b},
Vi=0,
VL = {CL}UR7

Ag={(r,7") :r,7" € R,r <1},

A1:®7
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A_ ={(a,7),(r,b) : 7 € R}.

Estas partigoes satisfazem as condigoes da Subsecao 6.3.2. Seja F' como definido naquela

subsecao, ou seja,

Ty, =0 Yo € V,
T, =1 Yv eV,
Yo =10 Ya € Ay,

F:=<(x,y) € P(D,k):

Yuw = Ty V(u,v) € A

Vamos provar que estas particoes satisfazem as condigoes da Proposicao 6.21. Claramente,
At (v) € AgU A_, para todo v € V. Seja (z,y) € vert(F). Vamos mostrar que zy, =
To+2r < 1. Se z, = xg = 0, entdo, claramente, xy, < 1. Suponha z, = 1. Para todo
r € R, temos y,, = 1, e consequentemente, z, = 0. Logo, =y, = z, + 2 = 2, = 1.
Suponha agora que z, = 1, para algum r € R. Como y,, = 0, entao z, = 0. Como
yrp = 1, entdo, para todo r’ € R\ {r}, temos y,»;, = 0, e consequentemente, z,» = 0. Logo,
Ty, = T4 + 2 = 2, = 1. Concluimos que zy, < 1, para todo (z,y) € F. Pela Proposicao

6.21, F = STAB(GF), onde

V(Grp) ={a} UR,
E(Gp)={{a,r}:re R}U{{r,7'} :r,7 € R,r <1'}.

Observe que G é uma clique. Logo, a desigualdade

.Ta+$R§1

induz faceta de STAB(GFr). Pelo isomorfismo entre F' e STAB(GF) e pela Proposigao 3.8,
esta desigualdade também induz faceta de F'. Vamos converter, sequencialmente, esta desi-

gualdade em uma desigualdade que induz faceta de P(D, k).
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(Passo 1) Sejam

Yo =0 vr,r' e Ryr <1,
Fl = (x,y) € P(D,k) : Yrp — 2, =0 Vr e R,
Yar —Ta =0 VreR

fl(may) ::xa+xR_1

Vimos que a desigualdade f!(x,y) < 0 induz faceta de F. Pelo Lema 6.19, dim(F) =
dim(F!') — 1, e como F = {(z,y) € F' : 2, = 0}, sabemos que —z;, < 0 induz faceta de F'.
Pelo Corolario 4.33, a desigualdade f!(x,y) + a(—;) < 0 induz faceta de F*, onde

a =max{f'(z,y): (z,y) € F' 2, = 1}.

Seja (z,y) € F*' tal que 2, = 1. Para todo r € R, temos y,, = 0, e consequentemente,

T, = 0. LOgO, fl (.17, y) =24 — 1. Esta fUHQEN%O nao assume valor maior que zero. O pOHtO
(ea + €p, ea,R)

pertence a F'| satisfaz 7, = 1, e atinge esse valor. Logo, a = 0. Concluimos que f!(z,y) <0

induz faceta de F*.

(Passo 2) Seja ay,...,a, uma ordenagao de {(r,r") : 7,7’ € R,r <r'}. Para todo t €

{0,...,p}, sejam

Yo, =0 Vie{t+1,...,p},
th:: (:E7y)€P(D7k) yr,b_xrzo erR7
Yor —Tq =0 Vr e R

fQ(x>y) =T+ TR — 1
Vamos demonstrar, por indugdo em ¢, que f(z,y) < 0 induz faceta de F?. Pelo passo

anterior, f!'(z,y) < 0 induz faceta de F'. Como fl(x,y) = f*(z,y) e F' = FZ, entdo
f*(z,y) <0 induz faceta de F. Tome t € {1,...,p}. Por hipdtese de indugao, f*(z,y) <0
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induz faceta de F? ;. Pelo Lema 6.19, dim(F? ) = dim(F?) — 1, e como F?, = {(z,y) €
F? : y,, = 0}, sabemos que —y,, < 0 induz faceta de F?. Pelo Corolario 4.33, a desigualdade
A (z,y) + a(—vy,,) <0 induz faceta de F?, onde

o = max{f*(z,y) : (z,y) € F?,ya, = 1}.

Seja (z,y) € F? tal que y,, = 1. Suponha a; = (u,v). Como Y, = Ty, = Yu, = 1, entdo
T, = Yy = 0, para todo r € R\ {u}. Além disso, 2, = Y., = 0. Logo, f*(z,y) = z, — 1.

Esta fungao nao assume valor maior que zero. O ponto

(eua €uv + eu,b)

pertence a F7?, satisfaz y,, = 1, e atinge esse valor. Logo, a = 0. Concluimos que f?(x,y) < 0

induz faceta de F?.

(Passo 3) Para todo t € {0,...,q}, sejam

wp— =0 Vre{t+1,...,q},
F3 = (e,y) e P(D,K): T { g
Yar —Tqa =0 Vre R

q t
ftg(xay) = Zg + Z xr"_zyr,b_ 1
r=1

r=t+1

Vamos demonstrar, por indugdo em ¢, que f3(z,y) < 0 induz faceta de F?. Pelo passo
anterior, f*(z,y) < 0 induz faceta de F;. Como f*(z,y) = fi(z,y) e F} = Fj, entao
f3(x,y) < 0induz faceta de F?. Tome ¢ € {1,...,p}. Por hipdtese de indugao, f3 ,(z,y) <0
induz faceta de F? ;. Pelo Lema 6.19, dim(F? ;) = dim(F?) — 1, e como F? | = {(z,y) €
F? @ yip — = 0}, sabemos que y;, — x; < 0 induz faceta de F?. Pelo Corolério 4.33, a

desigualdade f} (z,y) + a(yp — 2;) < 0 induz faceta de F?, onde

o = max{ 2 (2,y) : (2,y) € vert(EP), yp — 2, < 0}

= max{f’(z,y) : (2,y) € /', yep = 0,20 = 1}.

Seja (z,y) € F? tal que yp = 0,2y = 1. Temos z, = yo; = 0. Além disso, z,, = y,, para
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todor € {t+1,...,q}. Logo, f 1(z,y) =z, + >4 yrp— 1. Como Y0_; y,, < 1, esta fungio
nao assume valor maior que 1. Tome r € R diferente de t. Tal vértice existe, pois |R| > 2.
O ponto

(et + €, er,b)

pertence a I}, satisfaz v, = 0,7, = 1, e atinge esse valor. Logo, @ = 1. Concluimos que a

desigualdade f} | (z,y) + (yip — ) = [P (2,y) <0 induz faceta de F?.
(Passo /) Finalmente, para todo ¢t € {0,...,q}, sejam

Fl= {(x,y)EP(D,k): Yor —Ta=0 Vre{t+1,...,q} }

t
ft4<I7y) = (]‘ - t)l’a +yR,b + Zya,r -1

r=1

Vamos demonstrar, por indugdo em ¢, que f(z,y) < 0 induz faceta de F. Pelo passo
anterior, f2(z,y) < 0 induz faceta de F. Como f3(z,y) = fo(z,y) e F} = F{, entdo
f(z,y) <0 induz faceta de F}. Tome t € {1,...,q}. Por hipdtese de indugao, f ;(x,y) <0
induz faceta de F}' ;. Pelo Lema 6.19, dim(F}! ;) = dim(F}}) — 1, e como F} | = {(z,y) €
Ft4 : Yar — T = 0}, sabemos que y,; — 21 < 0 induz faceta de Ft4. Pelo Corolario 4.33, a

desigualdade f |(z,y) + a(yas — z4) < 0 induz faceta de F}, onde

a =max{f (z,y): (x,y) € vert(F}), yor — x4 < 0}

= maX{ft{I(l‘?y) : (:c,y) S Ft4aya,t =0,7, = 1}-

Seja (z,y) € F} tal que y, = 0,2, = 1. Para todor € {t +1,...,q}, temos z, = Yo, = 1,

e, consequentemente, y,, = x, = 0, Logo,

t t
f;l—l(xay) = (2 - t) + Zyr,b + Zya,r — L
r=1 r=1

Como Y, , + yrp < 1 para todo r € {1,...,t}, esta fun¢do ndo assume valor maior que 1. O

ponto

t—1 q
<ea + €4, Z €a,r + Z €a,r + et,b)

r=1 r=t+1
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AN
N2

Figura 6.7: Aplicagdo do Teorema 6.26.

pertence a F}!, satisfaz y,; = 0,7, = 1, e atinge esse valor. Logo, a = 1. Concluimos que a

desigualdade f | (2,y) + (Yar — o) = fH{(z,y) < 0 induz faceta de F;!. Em particular,
f;(%y) =1 —-q)xe+ Yo +yrp —1<0
induz faceta de F,} = P(D, k). O
Exemplo 6.27. Seja D o grafo direcionado da Figura 6.7. Faga
a=1,R=1{2,3,4},b=5.
Pelo Teorema 6.26, a desigualdade
—2x1+ Y12+t Y13 T Yratyes+ysstyss <1

induz faceta de P(D, k), para todo k > 2. Note que também podemos aplicar o Teorema

6.26 ao grafo D — {2}. Neste caso, concluimos que
—T1 + Y13+ Y1at+yss+yss <1

induz faceta de P(D — {2},2). Utilizando a técnica descrita na Subsegao 4.2.2, podemos

transformar esta faceta nas seguintes facetas de P(D,2):

—T1+ Y13+ Y14t Yss+Yss — T2+ Yoz + Y24 < 1,
—T1+ Y13+ Y14t Yss+Yas — To+ Yoz + Y25 < 1,

—T1+ Y13+ YiatYss+Yas — To+ You + Yo < 1,
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Figura 6.8: Outra classe de grafos que gera facetas de P(D, k).

—2w1 + 213 + 2y14 + 235 + 2Us5 — T2+ Y23+ You + Y25 < 2.

As trés primeiras facetas também podem ser obtidas através do Teorema 6.12.

6.4.2 Vértice-split

A segunda classe de grafos contém aqueles grafos formados por um vértice a, um conjunto
independente R, que estd contido na vizinhanca positiva de a, e uma clique S, também
contida na vizinhanga positiva de a. Nao hé arestas entre S e R. A Figura 6.8 ilustra esta

classe.
Teorema 6.28. Sejam D = (V, A) um grafo direcionado e k > 2. Se

(1)) V.={a} URUS, onde R, S,{a} sio conjuntos disjuntos

(1) A={(a,i):i€ RUS}U{(s,s) € S,s <}, onde < é uma ordem de S

(iii) (Ro, R1) € uma particio de R tal que |Ri| =k — 2,|Ro| > 1

(iv) |S| > 2
entao

(2= 18D@a + (IS] = Dya.r + Ya.s +¥s + ar, <k

induz faceta de P(D, k).

Para demonstrar esse teorema, precisamos de um lema auxiliar que determina uma faceta

de STAB(G) para grafos G formados por uma clique ({a} x R), uma clique S, e um conjunto
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{a} xR {a} xS S

Figura 6.9: Classe auxiliar de grafos que gera facetas de STAB.

independente ({a} x S). Cada vértice (a,r) € ({a} x R) é vizinho de cada vértice (a,s) €
({a} x S), e cada vértice (a,s) € ({a} x S) é vizinho do vértice s. A Figura 6.9 ilustra esta

classe de grafos.
Lema 6.29. Se G = (Vg, Eg) é um grafo tal que
(i) Ve =SU{(a,i):i€ RUS}, onde R, S,{a} sio conjuntos disjuntos,
(i) Eq={{s,s'} :s€ 8,s' € S\ {s}}U{{s,(a,9)} : s € S}U
{{(a,), (a,i)} : v € Ryi € SUR\ {r}},
(iii) |R| > 1,
() |S] > 2,

entdo a desigualdade

(’S| - 1) Z x(a,r) + Zx(a,s) + sz S ’S|

reR ses ses

induz faceta de STAB(G).

Demonstragio. Seja G o grafo completo com vértices {a} U S. Sabemos que

xa—i—ZxS <1
seS

induz faceta de STAB(G"). Seja G? o grafo que obtemos a partir de G* quando, para cada

s €S,
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Figura 6.10: Aplicagao do Teorema 6.29.

(i) removemos a aresta {a, s},
(ii) adicionamos um vértice isolado (a, $),

(iii) adicionamos as arestas {a, (a, s)}, {(a, s), s}.

Pelo Corolario 5.35, a desigualdade

(|S] — Dy + Zx(a,s) + sz <|S|

ses seS

induz faceta de STAB(G?). Suponha, sem perda de generalidade, que R = {1,...,p}. Seja
G? o grafo obtido a partir de G? quando

(i) substituimos o vértice a por um novo vértice (a, 1),
(ii) adicionamos os vértices isolados (a,t), para t € {2,...,p},

(iii) adicionamos as arestas {(a,t),(a,i)}, parat € {2,...,p}, i€ {1,...,t =1} US.

Note que G = G. Como N|[(a,1)] = N|(a,r)], para todo r € R, entao, pelo Corolario 5.6, a

desigualdade

(IS = 1) @am + D Tas + Yz < |5

reR ses seS

induz faceta de STAB(G). O

Exemplo 6.30. Seja GG o grafo da Figura 6.10. Faga

S:={1,2,3,4}, R := {5,6,7}.
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Pelo Lema 6.29, a desigualdade

31’(077) + 337(0,6) + 3.%’(0,5) + .CL’(()J) + Z’(o,g) + 55(073) + $(0’4) + T1 + T2 + T3+ Xy S 4

induz faceta de STAB(G). Note que também podemos aplicar esse lema a todo G — S’, onde
S’ C S é um subconjunto tal que |5\ S’| > 2. Obtemos, com auxilio do Teorema 5.2, as

seguintes desigualdades indutoras de faceta de STAB(G).

T(0,7) T T(0,6) T T(0,5) T T(0,1) T T(02) T 1+ T2 <2
T(0,7) + T(0,6) T T(0,5) + T(0,1) T T(0,3) + 71 + 23 < 2
Z(o,7) T Z(0,6) T T(0,5) T T(0,1) + T(04) + 1 + 24 <2
T(o,7) + T(0,6) T T(0,5) T+ T(0,2) T T(0,3) + T2+ 23 < 2
T(,7) T T(0,6) T T(0,5) T T(0,2) T T(0,4) T T2+ 24 < 2
Z(o,7) + ZT(0,6) T T(0,5) + T(0,3) + T(04) + T3 + x4 < 2
2x0,7) + 2x(0,6) T 2T(0,5) + T(0,1) + T(0,2) T T(0,3) + T1 + X2 + 23 <3
2x0,7) + 2%(0,6) T 2T (0,5 + T0,1) + T(0,2) T T(04) T T1+ X2+ 14 <3
2x0,7) + 22(0,6) + 2%(0,5) + T(0,1) T T(0,3) + T0,4) + T1 + T3+ 14 <3
2207y + 22 (0,6) T 2T(0,5) + T(0,2) + Z(0,3) T T(0,4) T T2 + 23+ 14 <3

Demonstramos agora o Teorema 6.28.

Demonstracao. Faca

%:R07
‘/1 :R1U{6L},
VL:‘Sv

Ao ={(a,1) :i € Ri}U{(s,s) 5,5 €8,5<5},
Ap ={(a,i):i € RyUS},
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A_ = 0.

Estas partigoes satisfazem as condigoes da Subsecao 6.3.2. Seja F' como definido naquela

subsecao, ou seja,

Ty =0 Y € V,

Ty, =1 Yv € 1,
F:=<(x,y) € P(D,k):
Yo =0 Ya € Ay,

Yuw = Ty V(u,v) € A

Como |V1] = k — 1, entdo xy, < 1, para todo z € F. Além disso, A*(v) C Ay U A_, para

todo v € V. Pela Proposicao 6.21, F = STAB(GF), onde

V(Gr) =SU{(a,i):i € RUS},
E(Gp)={{s,s'}:s,§ € S,s<s}U
{{s,(a,s)} : s € S}U
{{(a,r), (a,i)} 17 € Ro,i € SURy}.

Pelo Lema 6.29, a desigualdade

(1S =1) Z Z(ar) T ZiB(a’s) + Zazs < 15|

rERo seS seS

induz faceta de STAB(GF). Pelo isomorfismo entre F' e STAB(GF) e pela Proposigao 3.8, a

desigualdade
([1SI = 1) Ya,ry + Ya,5 + 5 < |S]

induz faceta de F. Vamos converter, sequencialmente, esta desigualdade em uma desigual-

dade que induz faceta de P(D, k).
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(Passo 1) Sejam
z, =0 Vr € Ry,

z, =1 Vr € Ry,
Yar = 0 Vre R17

F' = (z,y) € P(D,k) :

Yssy =0 Vs, €S, s<¢
fl<x7y) = (‘S| - 1)ya,Rg +ya,S +Ts — ‘S’

Vimos que a desigualdade f!(x,y) < 0 induz faceta de F. Pelo Lema 6.19, dim(F) =
dim(F') — 1, e como F = {(z,y) € F' : z, = 0}, sabemos que z, < 1 induz faceta de F'.
Pelo Corolario 4.33, a desigualdade f!(z,y) + a(x, — 1) < 0 induz faceta de F'!, onde

a =max{f'(z,y): (z,y) € F', 2, = 0}.

Seja (z,y) € F' tal que z, = 0. Temos Yo r, = Ya.s = 0. Logo, f1(z,y) = 25 — |S|. Como
|Ri| = k — 2, entao xg < 2. Portanto, a funcio f!(z,y) ndo assume valor maior que 2 — |S|.

Como |S| > 2, existem vértices distintos s,s" € S. O ponto

(Z,7) = (eRl + e, + ey, 0|A\) ,

pertence a F'!, satisfaz x, = 1, e é tal que f1(7,7) = 2 —|S|. Logo, a = 2 —|S|. Concluimos
que

(2 = 1SDza + (IS = 1)Ya,ro + Ya,s + 75 < 2

induz faceta de F'.
(Passo 2) Suponha Ry = {1,...,p}. Para todot € {0,...,p} sejam

r.=0 Vre{t+1,...,p},
r,=1 Vr € Ry,
Yor =0 Vre Ry,

F?:={(z,y) € P(D,k):

Yss =0 Vs, €S s<¢
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FAr.y) = 2= 18)za + (IS = Dyary + Ys + 75 — 2

Vamos provar, por indugéo em ¢, que f*(z,y) < 0 induz faceta de F?. Pelo passo anterior,
f*(z,y) < 0 induz faceta de F. Tome t € {1,...,p}. Por hipdtese de indugao, f*(z,y) <0
induz faceta de F?,. Pelo Lema 6.19, dim(F? ) = dim(F?) — 1, e como F?, = {(z,y) €
F?: 2y = 0}, sabemos que —z; < 0 induz faceta de F?. Pelo Corolario 4.33, a desigualdade

2(z,y) + a(—z;) <0 induz faceta de F?, onde
a=max{f*(z,y) : (z,y) € F{, 2, = 1}

Seja (z,y) € F? tal que r; = 1. Vamos provar que f%(z,y) < 0. Se z, = 0, entdo f%(z,y) =
g — 2. Como |Ry| = k — 2, entdo zg < 2. Temos f?(z,y) < 0. Suponha agora que z, = 1.
Temos xg < 1. Se Yar, = 1, entdo y,5 = 0, f3(z,y) = 25 — 1 < 0. Se yar, = 0, entdo
f2(z,y) =2 —|S| + Yas + ¥5 — 2. Como y, 5 + x5 < |S], temos f?(x,y) < 0. Concluimos

que a funcdo f? nao assume valor maior que zero. O ponto

(eR1 + e + €, ea,S)

pertence a F?, satisfaz x; = 1, e atinge esse valor. Logo, a = 0. Portanto, f?(z,y) < 0 induz

faceta de F?.
(Passo 3) Suponha agora Ry = {1,...,k —2}. Paratodo t € {0,...,k — 2} sejam

=1 Vre{t+1,.. k-2},
($,y)€P(D,]{) ya,r:O VTGRI,

Ysy =0 Vs, €S s=<s

Ft?’ :

t
fP(xy) =2 —=1S))za + (S| = 1)Ya,ry + Yas + 25+ D_2r — (2+1)

r=1

Vamos provar, por indugdo em ¢, que f3(z,y) < 0 induz faceta de F?. Pelo passo anterior,
f3(z,y) <0 induz faceta de F. Se k > 3, tome t € {1,...,k —2}. Por hip6tese de inducdo,
f21(z,y) < 0 induz faceta de F?,. Pelo Lema 6.19, dim(F} ;) = dim(F}) — 1, e como
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F?, ={(z,y) € F? : x; = 1}, sabemos que x; < 1 induz faceta de F??. Pelo Corolario 4.33,

a desigualdade f2 |(z,y) + a(z; — 1) < 0 induz faceta de F}?, onde
@ = max{ftgfl(‘rvy) : (x7y) € Ft37'rt = O}

Seja (z,y) € F? tal que z; = 0. Vamos provar que f2  (z,y) < 1. Se z, = 0, entdo

., <t+2. Logo, f2,(x,y) < 1. Suponha agora

(s

Ya.Ro = Ya,s = 0. Além disso, zg +
To=1. Se yop, = 1, entdo y, s = 0. Como x5 + >'_j 2, < t+ 1, temos 7 ,(z,y) < 1. Se
Ya.ro = 0, cOmo Yo 5 + 75 < |S| e iz, <t —1, entdo f2 ,(z,y) < 0. Em todos os casos,
f2 (z,y) < 1. Como |S| > 2, existem vértices distintos s,s" € S, e como |Ry| > 1, existe
r € Ry. O ponto

(3_37 y) = (eRl —e;t+e,t+es+ es’aea,r)

pertence a F?, satisfaz z; = 0, e é tal que f? ;(z,y) = 1. Logo, a = 1. Portanto, f} ,(z,y)+
(r; — 1) = f}(x,y) <0 induz faceta de F?.

(Passo 4) Suponha, novamente, Ry = {1,...,k —2}. Paratodot € {0,...,k — 2}, sejam

wr =0 Yre{t+1,...,p},
Fl=(ry) € (D) { )
Yss =0 Vs, €S8/ s<s

t
ff(x,y) = (2 - |S|)xa + (|S| - 1)ya,Ro + Ya,s +Ts+ TR, + (|S| - 1) Zya,r —k
r=1

Vamos provar, por indugdo em ¢, que f(z,y) < 0 induz faceta de F'. Pelo passo anterior,
fi(z,y) <0 induz faceta de Fyy. Se k > 3, tome t € {1,...,k — 2}. Por hip6tese de inducdo,
i (z,y) < 0 induz faceta de F!,. Pelo Lema 6.19, dim(F}!|) = dim(F}!) — 1, e como
Fr, ={(z,y) € F} : yo, = 0}, sabemos que —y,; < 0 induz faceta de F}!. Pelo Corolario
4.33, a desigualdade f!! |(z,y) + a(—yat) < 0 induz faceta de F}', onde

= max{ft‘il(x,y) : ($,y> S Ft47yll,t = 1}

Seja (z,y) € F} tal que y, = 1. Temos 2, = 1,Ya.5 = Ya.r, = 0. Além disso, y,, = 0 para
todo r € Ry \ {t}. Logo, f,(z,y) =2 —|S|+ x5+ zg, —k. Como x5+ zp, <k — 1, entdo
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fi(z,y) <1—|S]. Como |S| > 2, existem vértices distintos s,s” € S. O ponto

(:Ev g) = (eR1 — € t+e,+es+ €y, ea,t)
pertence a I}, satisfaz y,, = 1, e é tal que f* ,(z,y) = 1—|S|. Logo, a = 1—|S|. Portanto,
iz, y) + (|IS| — Dyar = fH(z,y) <0 induz faceta de F}.

(Passo 5) Finalmente, seja {ai,...,qa,} uma ordenagao de {(s,s’) : 5,5 € S,s < §'}.

Para todo t € {0, ...,q}, sejam
FP .= {(x,y) €PDk): y,, =0 Vie{t+1,...,q} }
f5(x,y) = (2 - ‘S‘)xa + (|S‘ - 1)ya,R +ya,S + s +$R1 —k

Vamos provar, por indugdo em ¢, que f°(z,y) < 0 induz faceta de F. Pelo passo anterior,
f5(z,y) <0 induz faceta de Fjj. Tome t € {1,...,q}. Por hipétese de indugao, f5(z,y) <0
induz faceta de F ;. Pelo Lema 6.19, dim(F}? ;) = dim(F?) — 1, e como F? | = {(z,y) €
F? : y,, = 0}, sabemos que —y,, < 0 induz faceta de F}. Pelo Corolario 4.33, a desigualdade
3(z,y) + a(—yar) < 0 induz faceta de F}, onde

a =max{f(z,y) : (z,y) € .y, = 1}

Seja (z,y) € F} tal que y,, = 1. Vamos provar que f?(x,y) < 0. Se z, = 0, entao y,r =
Yas = 0. Logo, f3(x,y) = s + zp, — k. Como zg + zp, < k, temos f5(z,y) < 0. Suponha
agoraz, = 1. Sey,r = 1, entdo y,s = 0, e f°(z,y) = zs+xr,+1—k. Como z5+xr, < k-1,
temos f°(x,y) < 0. Por outro lado, se y, g = 0, entdao f°(z,y) = 2—|S|+Yas + 5+ TR, — k.
Como Y5 +25 < |S| e zp, < k—2, temos f°(z,y) < 0. Em todos os casos, f*(x,y) ¢ menor

ou igual a zero. Suponha a; = (u,v). Como |Ry| > 1, existe r € Ry. O ponto
(j;a g) = (eR1 + e, + €y, €ar + eu,v)

pertence a I}, satisfaz y,, = 1, e é tal que f°(z,y) = 0. Logo, a = 0. Portanto, f°(z,y) <0
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Figura 6.11: Aplicagao do Teorema 6.28.

induz faceta de Fy. Em particular, f°(z,y) < 0 induz faceta de F) = P(D, k). O

Exemplo 6.31. Seja D o grafo da Figura 6.11. Faca
R=1{2,3,4},5 ={5,6,7}.

Aplicando o Teorema 6.28 as trés possiveis parti¢oes (Ro, R;) de R, concluimos que as trés

desigualdades

—T1 + T4+ T5 + Te+ Ty +2Y10 + 2013+ 2014 + Y15 T Y16t Y17 <3
—T1 + X3+ x5 + X6 + 27+ 2y12 + 2013 + 2014 + Y15 + Y16 Y17 <3

—T1 + 2o+ x5+ Te+ X7 +2Y12+ 2013 2014+ Y15+ Yie Y17 < 3

induzem facetas de P(D,3). Note que também podemos aplicar o Teorema 6.28, por exemplo,

ao subgrafo D — {5}. Neste caso, temos que as desigualdades

To+Te+Tr+yiot izt viatvie+yir <3
T3+ T+ Trtyi2t i3t yiatyietyir <3

Ta+Te+Tr+ Y12+ 13+ Yia+tyiet+yir <3

induzem facetas de P(D — {5},3). Utilizando o Teorema 6.12, concluimos que as desigual-
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dades

To + xg + X7 + X1,2 + x1,3 + X4 + T1,6 + X177 + Ts5.6 S 3
To+Te+Tr+Tio+Ti3+Tia+Tie+T17+257 <3
Z3 + Tg + T + x1,2 + x1,3 + X1,4 + x1,6 + X177 + X5.6 S 3
T3+ T+ T +Ti2+Ti3+Tia+T16+T17+T57 <3
T4+ g+ X7 + T1,2 + x1,3 + X4 + T1.6 + X177 + Ts5.6 S 3

Tyt 26 +T7+ 212+ 213+ 214 +216+ 217 +257 <3

induzem facetas de P(D, 3).
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudamos os politopos associados ao problema do maior conjunto indepen-
dente e ao problema do maior subgrafo induzido k-partido.

Para o politopo do conjunto independente, descrevemos um novo procedimento de geragao
de facetas, e vimos que ele unifica e generaliza varios procedimentos descritos anteriormente,
incluindo subdivisao de arestas, subdivisao de estrelas e substituicao de vértices por estrelas.
Vimos também que este procedimento da origem a desigualdades validas ainda nao descritas
na literatura.

Embora o procedimento que descrevemos generalize diversos outros, existem procedimen-
tos que ele nao generaliza. Um exemplo é a substitui¢do de vértices por grilles [25]. Seria
interessante verificar se estes outros procedimentos também podem ser obtidos através da
mesma estratégia que utilizamos para obter o nosso procedimento — identificacao de faces
afim-isomorficas e conversao. Outra diregao para trabalhos futuros é utilizar o procedimento
descrito para identificar novas classes de subgrafos que gerem facetas para o politopo do
conjunto independente, ou expandir as classes de subgrafos ja existentes.

Para o problema do subgrafo induzido k-partido, fizemos um estudo da formulagao por
representantes de cor, descrevemos suas facetas mais simples, mostramos que diversas de
suas faces sao afim-isomorficas a outros politopos, e, finalmente, identificamos duas classes
de subgrafos que geram facetas.

Por se tratar de uma formulacao bastante nova, ha diversas questoes em aberto. Embora
tenhamos descrito duas classes de subgrafos que geram facetas, nao sabemos o quao abran-
gentes as facetas geradas por estas duas classes sdo. Para grafos pequenos, estas duas classes,
aliadas aos procedimentos de geracao a partir de subgrafos induzidos, geram praticamente

todas as desigualdades que induzem facetas do politopo, mas nao sabemos se isto é verdade
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para grafos maiores. Também nao consideramos os problemas de separacao destas classes de
desigualdades. Outro trabalho futuro é comparar os politopos associados a duas orientagoes
distintas do mesmo complemento de um grafo.

Para obter os resultados principais desta dissertagao, estudamos o isomorfismo afim en-
tre poliedros, e também desenvolvemos um novo procedimento que nos permite converter
faces quaisquer de um poliedro em facetas que contém esta face. Vimos que este novo pro-
cedimento generaliza as diversas versdes do procedimento de levantamento de varidveis, e
que, aliado a identificacao de faces afim-isomérficas, ele da origem a bons procedimentos de
geracao de facetas para politopos relacionados a conjuntos independente. Como trabalho
futuro, pretendemos aplicar esta mesma estratégia — identificacao de faces afim-isomoérficas

e conversao — a politopos relacionados a outros problemas de otimizacao combinatoria.
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caminho
nao orientado, 18
orientado, 20
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nao orientado, 18
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